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ВЫПУКЛЫЕ ИЗОКВАНТЫ В МОДЕЛЯХ АНАЛИЗА СРЕДЫ
ФУНКЦИОНИРОВАНИЯ С ЧАСТИЧНОЙ ВЫПУКЛОСТЬЮ1

Модели с частичной выпуклостью являются важным классом моделей
анализа среды функционирования, поскольку позволяют корректно учи-
тывать в моделях относительные показатели, средние значения, процен-
ты и т.д. В данной работе предложены алгоритмы построения входных
и выходных изоквант с использованием выпуклых показателей в моделях
с частичной выпуклостью. Эти алгоритмы позволяют исследовать зависи-
мость между любыми выпуклыми показателями в модели. Вычислитель-
ные эксперименты подтверждают надежность и эффективность предло-
женных методов.
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1. Введение

Подход анализа среды функционирования (АСФ) возник как обобщение
простых показателей поведения объектов на многомерный случай. Матема-
тически такой подход приводит к решению большого семейства оптимизаци-
онных задач. Основоположниками этого подхода были известные американ-
ские ученые А. Чарнес, У. Купер, В. Роудс и Р. Бэнкер [1, 2]. Модели FDH
(англ. free disposal hull) появились в конце прошлого века в работах Д. Де-
принса, Л. Симара и Г. Тулкенса [3] почти одновременно с одной из основ-
ных моделей АСФ, в которой наблюдается переменный эффект масштаба.

1 Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (проект № 17-
11-01353) https://rscf.ru/en/project/23-11-00197/.
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Ограничения моделей АСФ являются выпуклыми, поэтому для этих моделей
широко используются методы оптимизации. В то же время множество про-

изводственных возможностей моделей FDH является невыпуклым. По этой
причине разработка методов визуализации для моделей FDH замедлилась.

Понятие частичной выпуклости было предложено в [4]. Это понятие вклю-
чает ряд новых моделей, где модели АСФ и FDH являются двумя крайними
случаями. Такие модели расширяют возможности моделей АСФ и FDH, по-
скольку проблемы с частичной выпуклостью включают в модели такие по-
казатели, как дробные отношения, проценты, средние значения и т.д.

Модели АСФ и FDH направлены на разработку инструментов для анали-
за поведения сложных социально-экономических систем. К таким системам
относятся регионы, банки, университеты, больницы, промышленные объек-
ты и т.д. Для разработки и применения этих моделей необходимо было раз-
работать новые подходы.

Методы визуализации используются во многих областях человеческой дея-
тельности. При исследовании поведения больших социально-экономических
систем визуализация также играет большую роль. Как отмечается в [5], это
позволяет менеджерам строить траектории развития подразделений, полу-
чать неизвестные зависимости между компонентами модели, находить некор-
ректности в моделях и исправлять их, исследовать проблему разделения
и слияния объектов. В целом визуализация повышает интуицию руководите-
ля при принятии стратегических решений.

Однако в научной литературе существует лишь несколько работ [5–7], по-
священных визуализации многомерных множеств производственных возмож-
ностей и исследованию производственных объектов с помощью этих графи-
ков. В [7] были представлены методы многомерной визуализации выпуклых
моделей АСФ. В [5] сделан обзор методов по визуализации моделей АСФ, су-
ществующих на тот момент. Визуализация означает построение сечений мно-
гомерного многогранного множества производственных возможностей двух-
или трехмерными аффинными подпространствами. Такой подход сводится
к анализу эффективности производственных объектов с помощью хорошо
известных функций в экономике, таких как производственная функция, изо-
кванта, изокоста, изопрофита и т.д. [8, 9].

В [10] были предложены методы визуализации для моделей с частичной
выпуклостью, в которых часть показателей является невыпуклой. Для таких
моделей были предложены методы решения и визуализации для двух невы-
пуклых входных или выходных показателей. Новые методы показали свою
эффективность в решении реальных задач.

Более того, в [10] было показано, что неучет специфики задачи приводит
к значительным искажениям результата. В данной работе рассматриваются
алгоритмы построения входных и выходных изоквант в моделях с частичной
выпуклостью с использованием выпуклых показателей.
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2. Постановка задачи

Рассмотрим множество производственных объектов (Xj , Yj), j = 1, . . . , n,
где вектор выходных показателей Yj = (y1j , . . . , yrj) > 0 получается из век-
тора входных показателей Xj = (x1j , . . . , xmj) > 0. Предполагается, что все
показатели неотрицательны и по крайней мере одна компонента каждого
входного и выходного векторов положительна.

Теперь рассмотрим понятие частичной выпуклости [4]. Пусть входные
и выходные показатели I и O разделяются следующим образом:

I = IC ∪ INC , O = OC ∪ONC ,

где подмножества IC и INC , OC и ONC взаимно исключающие.

Множества IC и OC являются подмножествами входных и выходных
показателей, соответствующих абсолютным показателями (мерам объема).
Взаимодополняющие подмножества INC = I \ IC и ONC = O \OC обознача-
ют входные и выходные данные с относительными показателями (меры от-
ношений).

Предположим, что индексное множество IC содержит входные показатели
с номерами от 1 до m′, в то же время индексное множество INC содержит
номера входных показателей с (m′ + 1) по m. Тогда очевидно, что любой век-
тор входных данных может быть записан в виде X = (XC ,XNC), вектор XC

содержит первые m′ компонент вектора X, а XNC содержит оставшиеся ком-
поненты X.

Точно так же предположим, что индексное множество OC содержит ком-
поненты выходного вектора от 1 до r′ и индексное множество ONC содержит
компоненты выходного вектора с (r′ + 1) по r. Следовательно, любой вектор
выходных данных может быть записан в виде Y = (Y C , Y NC).

Множество производственных возможностей с частичной выпуклостью
определяется следующими постулатами [4].

(А1) Допустимость наблюдаемых объектов. Объект (Xj , Yj) ∈ T для всех j =
= 1, . . . , n.

(А2) Возможность свободного использования. Если (X,Y ) ∈ T и Y > Y ′ > 0,
X ′ 6 X, тогда (X ′, Y ′) ∈ T .

(А3) Частичная выпуклость. Пусть (X ′, Y ′) ∈ T и (X ′′, Y ′′) ∈ T . Предполо-
жим, что (X ′)i = (X ′′)i для всех i ∈ INC и (Y ′)r = (Y ′′)r для всех r ∈ ONC .
Тогда для любого λ ∈ [0, 1] объект λ(X ′, Y ′) + (1− λ)(X ′′, Y ′′) ∈ T .

Множество производственных возможностей T , которое удовлетворяет посту-
латам (А1)–(А3) может быть записано в алгебраической форме следующим
образом:

T =

{

(XC,XNC, Y C, Y NC)> 0

∣

∣

∣

∣

∣

n
∑

j=1

XC
j λj 6XC,

n
∑

j=1

Y C
j λj >Y C, если λj > 0,

тогда XNC
j 6 XNC и Y NC

j > Y NC ,

n
∑

j=1

λj = 1, λj > 0, j = 1, . . . , n

}

.(1)
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Модель с частичной выпуклостью объединяет две хорошо известные в ме-
тодологии АСФ модели. Так, если INC = ONC = ∅ (все показатели являются
абсолютными), то множество (1) задает модель BCC [2]. Если же в моде-
ли присутствуют только относительные показатели, IC = OC = ∅, то множе-
ство (1) определяет модель FDH [3].

Подиновский [4] использует булевы переменные δj для того, чтобы запи-
сать ограничения множества T в виде линейных смешанно-целочисленных
ограничений. Однако при построении изоквант по показателям из множеств
IC и OC , показатели, соответствующие множества INC и ONC , не изменя-
ются. Поэтому целочисленные ограничения в этом случае могут быть за-
менены эквивалентными линейными ограничениями (XNC

j −XNC)λj 6 0 и

(Y NC
j − Y NC)λj > 0; см. [11, 12] и замечание 3 в [4].

3. Алгоритм построения входной изокванты

Определим входное двумерное сечение множества T для объекта (Xo, Yo) ∈
∈ T следующим образом:

(2) I1(Xo, Yo) =
{

(X,Y )
∣

∣ X = Xo + αd1 + βd2, Y = Yo, α, β ∈ E1
}

,

где d1, d2 ∈ Em, (Xo, Yo) ∈ T , векторы d1 и d2 — направляющие векторы вход-
ной изокванты, причем вектор d1 перпендикулярен d2.

Затем определим входную двумерную изокванту как пересечение границы
и двумерной плоскости I1:

(3) SecI(Xo, Yo) =
{

(X,Y )
∣

∣ (X,Y ) ∈ WEffPT ∩ I1
}

,

где WEffPT — множество слабоэффективных по Парето точек множества T .

Выходное двумерное сечение множества T для объекта (Xo, Yo) ∈ T запи-
сывается как

(4) I2(Xo, Yo) =
{

(X,Y )
∣

∣ X = Xo, Y = Yo + αg1 + βg2, α, β ∈ E1
}

,

где g1, g2 ∈ Er — направляющие векторы выходной изокванты, вектор g1 пер-
пендикулярен g2.

Теперь определим выходную двумерную изокванту как пересечение гра-
ницы и двумерной плоскости I2:

(5) SecO(Xo, Yo) =
{

(X,Y )
∣

∣ (X,Y ) ∈ WEffPT ∩ I2
}

.

Рассмотрим оптимизационный алгоритм для построения входной изокванты
для объекта (Xo, Yo). Пусть изокванта определяется направлениями ep ∈ Em′

и es ∈ Em′

, где ep и es являются единичными ортами, соответствующие вход-
ным координатам p и s соответственно. Кроме того, входы p и s принадлежат
множеству IC .

Алгоритм 1. Построение входной изокванты.

Шаг 1. Найти крайнюю левую точку на входной изокванте, проходящей
через объект (XoYo) и связанную с направлениями ep ∈ Em′

и es ∈ Em′

.
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Шаг 1,а. Решить следующую оптимизационную задачу:

max θ1
n
∑

j=1

xCsjλj + θ1 6 xso,

n
∑

j=1

xCpjλj + τ1 6 xpo,

n
∑

j=1

xCijλj 6 xio, i 6= p, s,

n
∑

j=1

Y C
j λj > Yo,

(XNC
j −XNC

o )λj 6 0, j = 1, . . . , n,

(Y NC
j − Y NC

o )λj > 0, j = 1, . . . , n,
n
∑

j=1

λj = 1, λj > 0, j = 1, . . . , n,

(6)

где τ1 и θ1 — свободные переменные.

Шаг 1,б. Пусть θ∗1 является оптимальным значением целевой функции за-
дачи (6). Решить следующую оптимизационную задачу:

max τ1
n
∑

j=1

xCsjλj + θ∗1 6 xso,

n
∑

j=1

xCpjλj + τ1 6 xpo,

n
∑

j=1

xCijλj 6 xio, i 6= p, s,

n
∑

j=1

Y C
j λj > Yo,

(XNC
j −XNC

o )λj 6 0, j = 1, . . . , n,

(Y NC
j − Y NC

o )λj > 0, j = 1, . . . , n,
n
∑

j=1

λj = 1, λj > 0, j = 1, . . . , n,

(7)

где τ1 является свободной переменной.

Пусть Z̃1
1 = (XC

o − θ∗1es− τ∗1 ep,X
NC
o , Y C

o , Y NC
o ), где θ∗1 и τ∗1 — оптимальные

значения в задачах (6) и (7) соответственно.
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Шаг 2. Найти вторую точку на входной изокванте, проходящей через объ-
ект (Xo, Yo) и связанную с направлениями ep ∈ Em′

и es ∈ Em′

.

Шаг 2,а. Решить следующую оптимизационную задачу:

max τ2
n
∑

j=1

xCsjλj + θ2 6 xso,

n
∑

j=1

xCpjλj + τ2 6 xpo,

n
∑

j=1

xCijλj 6 xio, i 6= p, s,

n
∑

j=1

Y C
j λj > Yo,

(XNC
j −XNC

o )λj 6 0, j = 1, . . . , n,

(Y NC
j − Y NC

o )λj > 0, j = 1, . . . , n,
n
∑

j=1

λj = 1, λj > 0, j = 1, . . . , n,

(8)

где τ2 и θ2 — свободные переменные.

Шаг 2,б. Пусть τ∗2 является оптимальным значением целевой функции
задачи (8). Решить следующую оптимизационную задачу:

max θ2
n
∑

j=1

xCsjλj + θ2 6 xso,

n
∑

j=1

xCpjλj + τ∗2 6 xpo,

n
∑

j=1

xCijλj 6 xio, i 6= p, s,

n
∑

j=1

Y C
j λj > Yo,

(XNC
j −XNC

o )λj 6 0, j = 1, . . . , n,

(Y NC
j − Y NC

o )λj > 0, j = 1, . . . , n,
n
∑

j=1

λj = 1, λj > 0, j = 1, . . . , n,

(9)

где θ2 — свободная переменная.
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Пусть Z̃1
2 = (XC

o − θ∗2es− τ∗2 ep,X
NC
o , Y C

o , Y NC
o ), где θ∗2 и τ∗2 — оптимальные

значения в задачах (8) и (9) соответственно.

Шаг 3. Установить l:=1, k:=1, i1:=1, i2:=2. Создать поток F l
k с точками

Z l
i1
= Z1

1 , Z l
i2
= Z1

2 множества производственных возможностей T . Опреде-
лить множество M = {Z1

1 , Z
1
2}.

Шаг 4. Выполнить следующие операции. Выбрать любой необработанный
поток F l

k, решить оптимизационную задачу следующего вида:

max β1

(Z l
i1
+ Z l

i2
)/2 + β1d1 + τd2 ∈ T,

(10)

где β1 и τ — скалярные переменные, вектор d1 перпендикулярен вектору d2,
лежит в плоскости сечения и направлен в нижний левый угол изокванты,
вектор d2 = Z l

i1
− Z l

i2
.

Если оптимальное значение задачи (10) β∗

1 > 0, тогда запустить новые по-
токи F l+1

k1
и F l+1

k2
и решить оптимизационные подзадачи.

Поток F l+1

k1
содержит точки

Z l+1

i1
= Z l

i1
, Z l+1

i2
= (Z l

i1
+ Z l

i2
)/2 + β∗

1d1 + τ∗d2,

где β∗

1 и τ∗ — оптимальные значения переменных в задаче (10).

Поток F l+1

k2
содержит точки

Z l+1

i3
= Z l+1

i2
, Z l+1

i4
= Z l

i2
, d2 = Z l+1

i4
− Z l+1

i3
,

где d1 перпендикулярен вектору d2.

Если оптимальное значение задачи (10) β∗

1 6 0, тогда точки Z l
i1

и Z l
i2

яв-
ляются угловыми точками отрезка входной изокванты. Включить эти точки
во множество угловых точек M . Поток F l

k удалить из списка задач.

Шаг 5. Установить l:=l + 1. Если существуют необработанные потоки F l
k,

то перейти к шагу 4, иначе перейти к шагу 6.

Шаг 6. Точки множества M являются угловыми точками входной изо-
кванты. Соединить смежные точки отрезками. Добавить вертикальный луч,
выходящий из первой точки, и горизонтальный луч, начинающийся из по-
следней точки. На этом построение входной изокванты завершается.

Рисунок 1 иллюстрирует построение изокванты с помощью алгоритма.
Сначала угловые точки Z1

1 и Z1
2 находятся путем решения моделей (6)–(9).

Затем запускается поток F 1
1 , содержащий эти две точки. На следующих ша-

гах точка Z2
2 будет найдена с помощью решения задачи (10); а поток F 1

1 будет
разделен на два потока F 2

1 и F 2
2 , которые будут содержать вершины Z1

1 и Z2
2

для потока F 2
1 и вершины Z2

2 и Z1
2 для потока F 2

2 .

После этого вычисления повторяются до тех пор, пока не будут найдены
все отрезки изокванты.

116



Рис. 1. Построение входной изокванты.

Для алгоритма, представленного выше, справедливо следующее

У тв е ржд е ни е 1. Алгоритм 1 строит входную изокванту для множе-

ства производственных возможностей (1) за конечное число шагов.

Дока з а т е л ь с т в о. Входная изокванта двумерного множества (2) огиба-
ет это множество, или, другими словами, является границей этого множества.
На шагах 1 и 2 алгоритм 1 определяет две точки Z1

1 и Z1
2 изокванты и опре-

деляет отрезок [Z1
1 , Z

1
2 ], принадлежащий множеству (2). Таким образом, на-

чальное приближение множества (3) найдено. После этого решаются две оп-
тимизационные задачи типа (10). Если β∗

1 > 0 по крайней мере для одной из
этих задач, алгоритм 1 запускает новые потоки. При этом аппроксимация
множества (3) расширяется. Если β∗

1 6 0, тогда поток F l
k удаляется из списка

задач. Итерации продолжаются, пока существуют необработанные потоки.
Причем все аппроксимации множества (3) принадлежат этому множеству,
и они расширяются во время итераций. Последнее приближение совпадает
со множеством (3), поскольку число отрезков изокванты конечно, а направ-
ления целевых функций отличаются друг от друга на каждой итерации. На
этом доказательство завершается.

4. Алгоритм построения выходной изокванты

Алгоритм 2 построения выходной изокванты может быть записан ана-
логичным образом. Далее сосредоточимся только на основных отличиях.
Пусть (Xo, Yo) — производственный объект, для которого строится изокванта,
и пусть p и s — два выходных параметра, которые определили эту изокванту.
На первом шаге определяется крайняя правая вершина Z1

1 изокванты с по-
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мощью решения следующих задач оптимизации.

max θ1
n
∑

j=1

XC
j λj 6 Xo,

n
∑

j=1

yCsjλj − θ1 > yso,

n
∑

j=1

yCpjλj − τ1 > ypo,

n
∑

j=1

yCijλj > yio, i 6= p, s,

(XNC
j −XNC

o )λj 6 0, j = 1, . . . , n,

(Y NC
j − Y NC

o )λj > 0, j = 1, . . . , n,
n
∑

j=1

λj = 1, λj > 0, j = 1, . . . , n,

(11)

где τ1 и θ1 — свободные переменные.

max τ1
n
∑

j=1

XC
j λj 6 Xo,

n
∑

j=1

yCsjλj − θ∗1 > yso,

n
∑

j=1

yCpjλj − τ1 > ypo,

n
∑

j=1

yCijλj > yio, i 6= p, s,

(XNC
j −XNC

o )λj 6 0, j = 1, . . . , n,

(Y NC
j − Y NC

o )λj > 0, j = 1, . . . , n,
n
∑

j=1

λj = 1, λj > 0, j = 1, . . . , n,

(12)

где τ1 является свободной переменной.

Точка Z1
1 записывается в виде

Z1
1 = (XC

o ,XNC
o , Y C

o + θ∗1es + τ∗1 ep, Y
NC
o ),

где ep ∈Er′ и es ∈Er′ являются направляющими векторами изокванты, θ∗1 и τ∗1
являются оптимальными значениями целевых функций задач (11) и (12) со-
ответственно.
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Вторая вершина Z1
2 выходной изокванты определяется с использованием

следующих задач.

max τ2
n
∑

j=1

XC
j λj 6 Xo,

n
∑

j=1

yCsjλj − θ2 > yso,

n
∑

j=1

yCpjλj − τ2 > ypo,

n
∑

j=1

yCijλj > yio, i 6= p, s,

(XNC
j −XNC

o )λj 6 0, j = 1, . . . , n,

(Y NC
j − Y NC

o )λj > 0, j = 1, . . . , n,
n
∑

j=1

λj = 1, λj > 0, j = 1, . . . , n,

(13)

где τ2 и θ2 — свободные переменные.

max θ2
n
∑

j=1

XC
j λj 6 Xo,

n
∑

j=1

yCsjλj − θ2 > yso,

n
∑

j=1

yCpjλj − τ∗2 > ypo,

n
∑

j=1

yCijλj > yio, i 6= p, s,

(XNC
j −XNC

o )λj 6 0, j = 1, . . . , n,

(Y NC
j − Y NC

o )λj > 0, j = 1, . . . , n,
n
∑

j=1

λj = 1, λj > 0, j = 1, . . . , n,

(14)

где τ2 является свободной переменной.

Таким образом, получим точку Z1
2 = (XC

o ,XNC
o , Y C

o + θ∗2es + τ∗2 ep, Y
NC
o ),

где θ∗2 и τ∗2 являются оптимальными значениями целевых функций задач (13)
и (14) соответственно.
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Шаги 3–6 алгоритма для выходной изокванты совпадают с алгоритмом
для входной изокванты. Единственное отличие заключается в том, что век-
тор d1 в модели (10) должен иметь положительные координаты p и s, чтобы
обеспечить правильную форму выходной изокванты.

У тв е ржд е ни е 2. Алгоритм 2 строит выходную изокванту для мно-

жества производственных возможностей (1) за конечное число шагов.

Доказательство этого утверждения аналогично доказательству по входной
изокванте.

5. Вычислительные эксперименты

Для выполнения вычислительных экспериментов использовался набор
данных с искусственно сгенерированными объектами. Набор содержит
100 производственных объектов с шестью показателями (три входа и три
выхода). Показатели были сгенерированы случайным образом в диапазоне
от 5 до 95. На рис. 2 показаны три изокванты, построенные для объекта 78
(обозначен точкой Z0) с использованием трех различных моделей.

Кривая 1 соответствует изокванте модели BCC, где все показатели взя-
ты из множества IC ∪OC , т.е. INC ∪ONC = ∅. Кривая 2 соответствует мо-
дели с частичной выпуклостью, где все показатели являются абсолютными
за исключением двух выходных y2 и y3, которые являются относительными.
Третья модель отличается от предыдущей только входными показателями x1
и x2. В этой модели они принадлежат множеству INC . Изокванта для этой
модели изображена в виде кривой 3. Входная изокванта для модели FDH
выглядит точно так же, как кривая 3; в данном примере получилось так,
что две кривые совпали. Из рис. 2 видно, что модели BCC и FDH являются
двумя крайними случаями и кривая 2 лежит между ними. Точки Z1, Z2 и Z3

являются радиальными проекциями объекта Z0 на фронт моделей 1, 2 и 3
соответственно.

Рис. 2. Входные изокванты для модели BCC (кривая 1), модели с частичной
выпуклостью (кривая 2) и модели FDH (кривая 3) для объекта 78.

120



Рис. 3. Выходные изокванты для модели BCC (кривая 1), модели с одним
относительным показателем (кривая 2) и модели с двумя относительными
показателями (кривая 3) для объекта 78.

На рис. 3 приведены три выходные изокванты, построенные для объекта 78
(на рисунке точка Z0) с использованием трех различных моделей. Кривая 1

связана с выходной изоквантой модели BCC. Кривая 2 соответствует модели,
в которой только выходной показатель y3 является относительным. Кривая 3

получена для модели, где два показателя x3 и y3 относительные, а остальные
являются абсолютными. Напомним, что расстояния от точки Z0 до точек Z1,
Z2 и Z3 в относительных единицах являются мерами эффективности в моде-
лях 1, 2 и 3 соответственно. Это подтверждает тот факт, что выбор модели
существенно влияет на точность анализа поведения объектов.

6. Заключение

Визуализация играет огромную роль в науке и практике человечества.
Действительно, изобретение телескопа Джордано Бруно в начале XVII века
позволило Ньютону в конце этого столетия открыть законы движения пла-
нет и сформулировать в результате всемирно известные законы, без которых
невозможно современное развитие науки и техники. Методы визуализации ис-
пользуются во многих областях человеческой деятельности, ни один капитан
не отправится в длительное путешествие без подробных карт, ни один врач
не приступит к операции без набора снимков пациента, и ни один инженер не
приступит к строительству без подробных чертежей. Однако руководители
крупномасштабных социально-экономических систем часто не располагают
всеми этими инструментами и полагаются на свою интуицию. Но цена ошиб-
ки в таком случае может быть достаточно огромной.

Технологии АСФ и FDH не охватывают все возможные варианты моде-
лей для описания производственных объектов. В [4] была предложена кон-
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цепция частичной выпуклости, которая обеспечивает разработку ряда новых
моделей АСФ [13–16], где модели FDH и АСФ являются двумя крайними
случаями. Такие модификации позволяют объяснить класс показателей мо-
дели и включить средние значения, проценты, относительные коэффициенты
и т.д. в модели АСФ.

В [10] были разработаны алгоритмы построения входных изоквант в мо-
делях АСФ с частичной выпуклостью с использованием невыпуклых показа-
телей.

В данной работе разработаны алгоритмы построения двумерных входных
и выходных изоквант с использованием выпуклых входных и выходных пока-
зателей. Предложенный алгоритм требует значительно меньшего количества
вычислений, чем алгоритм [10] для невыпуклых переменных, поскольку он
содержит только линейные задачи, тогда как второй использует смешанно-
целочисленные задачи с булевыми переменными.

Вычислительные эксперименты подтвердили, что предложенные алгорит-
мы надежны и эффективны. Предложенный алгоритм допускает реализацию
с помощью параллельных и распределенных вычислений, аналогичную под-
ходу, предложенному в [7]. Разработка эффективных параллельных и распре-
деленных реализаций алгоритмов [17–19] для ускорения вычислений и про-
ведения вычислительных экспериментов с большими наборами данных рас-
сматривается в качестве направления будущих исследований авторов.
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