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ПОСТРОЕНИЕ ОЦЕНИВАТЕЛЯ ДЛЯ СТАЦИОНАРНОЙ СИСТЕМЫ
С НЕИДЕАЛЬНЫМИ ИЗМЕРЕНИЯМИ ПО КРИТЕРИЮ

МИНИМИЗАЦИИ АНИЗОТРОПИЙНОЙ НОРМЫ1

Рассмотрена стационарная система с набором неидеальных измерений,
полезная составляющая которых в отдельные моменты времени может
быть недоступна. Вводятся виртуальные объекты, дублирующие состоя-
ние исходного объекта наблюдения, и для каждого из таких объектов
строится оценка выхода. С помощью векторизации выводится расширен-
ная модель системы в виде линейной дискретной стационарной системы
с мультипликативными шумами. Внешнее возмущение выбрано из класса
последовательностей случайных векторов с ограниченным уровнем сред-
ней анизотропии. Для системы, описывающей динамику ошибок оцени-
вания, получены условия ограниченности анизотропийной нормы, при
выполнении которых выбранный вид оценивателя существует. Указана
обратимая линеаризующая замена переменных, позволяющая свести за-
дачу поиска матриц оценивателя к проверке разрешимости специальной
системы линейных матричных неравенств с выпуклым ограничением.

Ключевые слова: анизотропийная теория, системы с мультипликативны-
ми шумами, сеть датчиков с отказами, выпуклая оптимизация.
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1. Введение

Задачи подавления внешних возмущений, рассматриваемые в теории
управления, были сформулированы еще в первой половине прошлого века [1]
и постепенно переходили от детерминированных [2] и ограниченных возму-
щений [3] к стохастическим [4, 5], интерес к которым сохраняется до сих
пор [6]. Стоит отметить, что наиболее часто описываемыми классами воз-
мущений являются гауссовские возмущения [7] или квадратично интегри-
руемые (суммируемые в случае выбора дискретного времени) [8]. Связан-
ные с указанными классами возмущений задачи подавления возмущения с
H2- или H∞-оптимальным критерием имеют как преимущества, так и недо-
статки. С одной стороны, при известных стохастических характеристиках
возмущения H2-оптимальные оцениватели и регуляторы хорошо себя заре-
комендовали, однако решения таких задач не обладают свойствами робаст-
ности, присущими H∞-оптимальной теории управления. С другой стороны,

1 Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ (проект №24-21-20055).
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H∞-оптимальная теория требует больший ресурс для решения задач син-
теза управления и оценивания, поскольку ориентирована на парирование
так называемого «наихудшего случая», который зачастую не может быть
реализован.

Анизотропийная теория управления предлагает посмотреть на задачу по-
давления влияния внешнего возмущения как на стохастическую модифика-
цию H∞-оптимальной теории, поскольку внешнее возмущение уже выбирает-
ся из класса случайных, а не квадратично суммируемых [9–11], что расширя-
ет границы применения анизотропийной теории по сравнению с H∞-теорией,
поскольку для детерминированных и ограниченных по норме возмущений
средняя анизотропия будет стремиться к бесконечности, а предельное значе-
ние анизотропийной нормы стремиться к H∞-норме. При случайных внешних
возмущениях анизотропийная теория будет давать промежуточные результа-
ты между H∞- и H2-теориями с точки зрения значения функционала каче-
ства, в зависимости от значения информационного критерия. Результаты,
полученные за тридцать лет существования анизотропийной теории, охваты-
вают задачи анализа робастной устойчивости стационарных и нестационар-
ных систем, синтеза управления и фильтрации [11–13]. Позднее появились
работы, посвященные системам, состояние которых не может быть описано
детерминированными уравнениями [14–16]. В частности, системы с мульти-
пликативными шумами являются удачной формой записи динамики для си-
стем, описывающих механические, биологические, экологические, финансо-
вые и гибридные объекты [17]. В рамках текущей работы будет рассмотрена
задача построения оценки выхода для системы с неидеальными измерениями.
Под неидеальным измерением понимается такой измеряемый выход системы,
который в произвольный момент времени может не содержать полезной ин-
формации об объекте наблюдения, а быть полностью случайным. Оказыва-
ется, что система с одним или сразу несколькими (возможно, дублирующи-
ми друг друга) неидеальными измеряемыми выходами может описываться
разностными уравнениями с мультипликативными шумами, для которых в
анизотропийной теории уже получены некоторые результаты для нестацио-
нарных систем.

Анизотропийная теория позволяет сочетать в себе особенности как H2-,
так и H∞-оптимальных теорий управления, а в предельных случаях даже
обеспечивать идентичные результаты, являясь с этой точки зрения обобщаю-
щей теорией. Поэтому при построении оценки выхода или формировании
управления имеет смысл выбирать анизотропийный подход в том случае, ко-
гда стохастические характеристики внешнего возмущения не заданы. Если
же матожидание и ковариационная матрица внешнего возмущения извест-
ны, то стоит остановиться на H2-оптимальных законах синтеза оценок со-
стояния и управления, поскольку применение более сложного с точки зрения
вычислений анизотропийного подхода не будет гарантировать более высокого
качества. По сравнению с H∞-оптимальной теорией анизотропийная теория
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обладает меньшим консерватизмом, поскольку не рассчитана на так назы-
ваемый «наихудший случай» возмущения.

Статья устроена следующим образом: раздел 2 содержит предваритель-
ные сведения – необходимый минимум понятий из анизотропийной теории,
раздел 3 – постановку задачи, в разделе 4 выводится основной результат,
в разделе 5 приведены результаты моделирования, в разделе 6 – краткое за-
ключение.

2. Предварительные сведения

Перечислим основные определения из анизотропийной теории, касающие-
ся непосредственно рассматриваемой задачи. Более подробный материал
можно найти в [18, 19].

2.1. Анизотропия случайного вектора

Опр е д е л е н и е 1 [19]. Анизотропией случайного вектора w со значе-
ниями из R

m называют величину, равную

A(w) = min
λ>0

D(f ||pm,λ) =
m

2
ln

(
2πe

m
E
[
|W |2

])
− h(W ),(1)

где f – плотность распределения вероятностей вектора w относительно
лебеговой меры в R

m, h(w) = −E [ln f(w)] = −
∫
Rm

f(u) ln f(u)du – дифферен-

циальная энтропия, λ – положительный параметр, определяющий плот-
ность

pm,λ(x) = (2πλ)−m/2 exp

(
−|x|2

2λ

)
, x ∈ R

m,

изотропного гауссовского распределения в R
m с нулевым средним и скаляр-

ной ковариационной матрицей λIm, где Im – единичная матрица порядка m,
E [·] – оператор матожидания.

Это определение связано с относительной энтропией и характеризует ми-
нимальную меру отличия случайного вектора от множества центрированных
гауссовских векторов со скалярной ковариационной матрицей.

2.2. Средняя анизотропия последовательности случайных векторов

Опр е д е л е н и е 2 [9]. Для стационарной эргодической последовательно-
сти W = {wk} гауссовских векторов вводится понятие средней анизотро-
пии, равное величине

A(W ) = lim
N→∞

A(W0:N−1)

N
,(2)

где W0:N−1 =
[
wT
0 , . . . , w

T
N−1

]T
– расширенный вектор.

Средняя анизотропия используется для описания свойств внешнего воз-
мущения в рамках неопределенности в стохастических параметрах при ана-
лизе робастной устойчивости линейных дискретных стационарных систем,
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поскольку расширенный вектор любого распределения, отличающегося от
эталонного – центрированного гауссовского со скалярной ковариационной
матрицей, будет иметь растущую анизотропию при увеличении временного
горизонта.

2.3. Анизотропийная норма стационарной системы

Рассмотрим линейную систему F с входом W ∈L
m
2 и выходом Z ∈L

p
2, где

L
∗
2 обозначает пространство Лебега векторов с конечной нормой. Последова-

тельность W сгенерирована при помощи формирующего фильтра G из стан-
дартного гауссовского белого шума V :

wj =

∞∑

k=0

gkvj−k, j ∈Z,

где gk ∈R
m×m. Обозначим через G(z) передаточную функцию формирующе-

го фильтра:

G(z) =
∞∑

k=0

gkz
k, |z| < 1, z ∈C.

Пусть множество формирующих фильтров, генерирующих последователь-
ности случайных векторов с ограниченной средней анизотропией, обознача-
ется следующим образом [20]:

Ga =
{
G∈Hm×m

2 : W = GV, A(W ) 6 a
}
,

где V = {vk}k∈Z
– стандартный гауссовский белый шум с нулевым средним

и единичной ковариационной матрицей.

Опр е д е л е н и е 3 [10]. Анизотропийной нормой |||F |||a линейной систе-
мы F называют величину

|||F |||a = sup
G

{‖FG‖2
‖G‖2

: G∈Ga

}
,(3)

где

‖G‖2 =
(

∞∑

k=0

tr (gkg
T
k )

)1/2

– H2-норма передаточной функции G(z).

3. Постановка задачи

Рассмотрим линейную дискретную стационарную систему с набором
неидеальных измерителей

xk+1 = Axk +Bwwk,

zk = Czxk +Dzwk,

yj,k = λj,kCjxk +Djwk, j = 1, n,

(4)
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где xk ∈R
nx, uk ∈R

mu , wk ∈R
mw , zk ∈R

pz , yj,k ∈R
py , λj,k – случайные вели-

чины, имеющие распределение Бернулли с заданными параметрами

P (λj,k = 1) = pj , j = 1, n,

характеризующие вероятность содержания в текущем измерении yj,k инфор-
мации о векторе состояния. В случае λj,k = 1 в измеряемом выходе содер-
жатся полезные данные, в противном случае λj,k = 0 – только вектор возму-
щения Djwk. Матрицы A, Bw, Cz, Dz, Cj , Dj , j = 1, n, системы (4) извест-
ны и имеют согласованные с векторами xk, wk, zk, yj,k размерности. Внеш-
нее возмущение представляет собой стационарную гауссовскую последова-
тельность случайных векторов W = {wk}k>0, для которой известно ограни-
чение на среднюю анизотропию всей последовательности A(W ) 6 a, a > 0.
При этом считается, что все элементы последовательности W и случайные
величины λj,k независимы между собой.

Зад а ч а 1. Для выбранной модели оценивателя

x̂j,k+1 =
n∑

i=1

aji(Ax̂i,k +Hji(yi,k − ŷi,k)),

ẑj,k =
n∑

i=1

ajiCzx̂i,k,

ŷj,k = pjCj x̂j,k, j = 1, n,

(5)

где aji ∈R
n×n – матрица смежности, характеризующая обмен информации

между измерителями, требуется найти такие значения параметров Hji,
для которых анизотропийная норма системы F от внешнего возмущения к
вектору ошибок оценивания была бы ограничена минимальным значением γ:

|||F |||a 6 γ.

Здесь стоит оговориться, что матрица смежности a не обязательно явля-
ется симметричной. Эта матрица описывает ориентированный граф, верши-
нами которого служат измерители (датчики/сенсоры или любые доступные
измерения), а направленным ребрам соответствует обмен данными между
вершинами, связанными этими ребрами. В результате этого оценку можно
строить не на основе каждого отдельного измерителя, а собирать консенсус-
ный вариант оценки, где вклад каждого измерителя учтен с помощью попра-
вочного коэффициента матрицы a. Таким образом, коэффициенты матрицы
смежности имеют простой физический смысл, заключающийся в уровне «до-
верия» информации, поступающей с других измерителей к тому, который
формирует оценку. Естественным требованием является поэлементная неот-
рицательность и равенство единице суммы элементов каждой строки:

n∑

i=1

aji = 1, ∀j = 1, n.

7



4. Основной результат

В этом разделе приводится решение задачи 1. Идея заключается в преобра-
зовании модели объекта к виду системы с мультипликативными шумами и по-
следующей проверке достаточного условия ограниченности анизотропийной
нормы такой системы в терминах решения задачи выпуклой оптимизации.

4.1. Построение моделей в терминах ошибок оценивания

На первом этапе определим виртуальные модели следующим образом:
для каждого существующего оцениваемого выхода yj,k введем состояние
xj,k ∈R

nx , дублирующее состояние xk объекта (4):

xj,k+1 = Axj,k +Bwwk,

zj,k = Czxj,k +Dzwk,

yj,k = λj,kCjxj,k +Djwk,

(6)

где j = 1, n. В моделях вида (6) каждый объект имеет только один измеряе-
мый выход. Для состояний xj,k и выходов zj,k введем векторы ошибок

x̃j,k = xj,k − x̂j,k, z̃j,k = zj,k − ẑj,k,

которые будут иметь следующие уравнения динамики:

x̃j,k+1 = Axj,k −
n∑

i=1

ajiAxi,k +

(
Bw −

n∑

i=1

ajiHjiDi

)
wk −

−
n∑

i=1

ajiHji (λj,k − pi)Cixi,k +
n∑

i=1

aji (A− piHjiCi) x̃i,k,

z̃j,k = Cz

(
xj,k −

n∑

i=1

ajixi,k

)
+

n∑

i=1

ajiCzx̃i,k +Dzwk.

4.2. Преобразование модели к виду системы
с мультипликативными шумами

Составим расширенные векторы состояния, ошибок состояния и оценки из
всех векторов xj,k, x̃j,k, z̃j,k, j = 1, n:

xk = (xT1,k, . . . , x
T
n,k)

T, x̃k = (x̃T1,k, . . . , x̃
T
n,k)

T, z̃k = (z̃T1,k, . . . , z̃
T
n,k)

T.

Определим комбинированное состояние из векторов xk и x̃k:

ζk = (xTk , x̃
T
k )

T.

Теперь возможно выписать уравнение динамики в терминах ошибок в зави-
симости от внешнего возмущения:

ζk+1 =

(
A0 +

n∑

i=1

ξi,kAi

)
ζk + Bwk,

z̃k = Mζk +Nwk,

(7)
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где приняты следующие обозначения:

A0 =

[
A 0nnx×nnx

A −A
a

A
a −H

a

C
p

]
, Ai =

[
0nnx×nnx

0nnx×nnx

H
a

Ci 0nnx×nnx

]
,

B =

[
B

B −H
a

D

]
, M =

[
M −M

a

M
a
]
, N = N,

(8)

причем случайные величины ξi,k = λi,k − pi, i = 1, n, уже центрированы,
а матрицы, входящие в выражения (8), имеют вид:

A = In ⊗A, A
a

= a⊗A,

B = col(n)⊗B, H
a

= block
j,i=1,n

(ajiHji),

C
p
= diag

i=1,n

(piCi), Cj = diag
i=1,n

(δijCi),

D = col
j=1,n

(Dj), M = In ⊗ Cz,

M
a

= a⊗ Cz, N = col(n)⊗Dz,

здесь и далее выражение col(n) обозначает вектор-столбец длины n, состоя-
щий из единиц; col

j=1,n
(Xj) – матрица, полученная из матриц Xj , j = 1, n, за-

писанных в столбец; матрица block
j,i=1,n

(Xji) – блочная и состоит из соответст-

вующих блоков; diag
i=1,n

(Xi) является диагональной матрицей с блоками в виде

матриц Xi, i = 1, n, на главной диагонали, все внедиагональные блоки – ну-
левые; ⊗ – кронекерово произведение.

4.3. Условие ограниченности анизотропийной нормы

Те ор ем а 1 [15]. Для системы F вида (7) при известном ограничении
уровня a на среднюю анизотропию последовательности внешнего возмуще-
ния {wk} и выполнении условия

lim
k→∞

ρ

((
E
[
Ak
]) 1

k

)
< 1,

где A = A0 +
n∑

i=1
ξi,kAi, анизотропийная норма будет ограничена числом γ,

если для системы неравенств

R ≻
n∑

i=0

σ2iAT
i RAi + qMTM + LTS−1L,(9)

S =
(
Imw

− qNTN − BTRB
)−1

,(10)

L = S(BTRA + qN⊤M)

9



с выпуклым ограничением

−1

2
ln det

(
(1− qγ2)S

)
> a(11)

существует решение относительно матриц R, S и скалярного параметра

q ∈
[
0, ‖F‖−2

∞

)
, σi = pi(1−pi); выражение X ≻ 0 следует понимать в смысле

положительной определенности матрицы X.

Теорема 1 содержит достаточные условия ограниченности анизотропий-
ной нормы системы в виде неравенств для системы с мультипликативными
шумами (7). Однако неравенство (9) является нелинейным вследствие зави-
симости матриц B, Ai, i = 1, n, от матриц оценивателя Hji, j = 1, n, и их
умножения на матрицу R решения этого неравенства. Для того чтобы уйти
от этой проблемы и остаться в рамках ограничений в виде линейных матрич-
ных неравенств, сформулируем решение поставленной задачи как условия
разрешимости системы неравенств специального вида.

Те ор ем а 2. Пусть для системы (4) известно ограничение a на уровень
средней анизотропии возмущающей последовательности W = {wk}k>0. Оце-
ниватель вида (5) будет гарантировать ограничение сверху числом γ для
анизотропийной нормы системы в ошибках оценивания, если следующая си-
стема неравенств




R−MTM ∗ ∗ ∗ ∗ · · · ∗
NTM ηImw −NTN ∗ ∗ ∗ · · · ∗

RA00 +XA01 −RB00 −XB01 R ∗ ∗ · · · ∗
σ1XA11 0 0 R ∗ · · · ∗

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
σnXA1n 0 0 0 0 · · · R




≻ 0,(12)

[
ηImw −Ψ−NTN ∗

RB00 +XB01 R

]
≻ 0,(13)

ln detΨ > 2a+mw ln(η − γ2)(14)

имеет решение относительно матриц R = RT ≻ 0, X ∈R4nnx×4npy и ска-
лярного параметра η > 0, где σi = pi(1− pi),

A00 =

[
A 0

A−A
a

A
a

]
, A01 =

[
0 0

0 −Cp

]
,

Aj1 =

[
0 0

−Cj 0

]
, j = 1, n,

B00 =

[
B

B

]
, B01 =

[
0

−N

]
.

10



Дока з а т е л ь с т в о. Применим лемму Шура [21] к неравенству (9), это
приводит к появлению неравенства следующего вида:




R−MTM ∗ ∗ ∗ ∗ · · · ∗
NTM ηImw −NTN ∗ ∗ ∗ · · · ∗
RA0 −RB R ∗ ∗ · · · ∗
σ1RA1 0 0 R ∗ · · · ∗
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

σnRAn 0 0 0 0 · · · R




≻ 0,

где учтена замена R = q−1R. Как можно видеть, последнее неравенство пока
является нелинейным. Для приведения его к линейному виду введем следую-
щую замену переменных:

X = RU = R
[
Y 0

0 H
a

]
,

где Y – некоторая матрица (заранее стоит оговориться, что эта матрица не
влияет на решение поставленной задачи, а именно на значения матриц оцени-
вателя Hji, j, i = 1, n). Учитывая последнюю замену матричных переменных,
получаем неравенство (12).

Для вывода неравенства (10) определим дополнительную положительно
определенную матрицу Ψ, связанную с матрицей S следующим образом:

0 ≺ 1

η
Ψ ≺ S−1,

где η−1 = q. Учитывая положительную определенность матрицы Ψ, замену
переменных X = RU и применяя лемму Шура, получаем неравенство (13).
Выпуклое ограничение (14) следует из неравенства (11) после соответствую-
щих замен переменных. Теорема доказана.

Здесь стоит упомянуть, что среди всего множества матриц решений R си-
стемы (12)–(14) будем выбирать только блочно-диагональные, поскольку это
будет необходимо для реализации численного решения поставленной задачи
стандартными средствами.

4.4. Вычисление параметров матрицы оценивателя

В случае успешного поиска решения матричных неравенств (12)–(14) на-
бор матриц оценивателя Hji, j, i = 1, n, можно вычислить согласно обратной
замене

H
a

= [02nnx×2nnx I2nnx ]R−1X

[
02npy×2npy

I2npy

]
.(15)
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Кроме того, можно поставить задачу оптимизации по параметру γ2, что
будет обеспечивать поиск наименьшей верхней границы анизотропийной нор-
мы для системы в ошибках оценивания:

γ2 −→
(12)−(14),R,Ψ,η,γ2

min.(16)

Вычисление матриц Hji, j, i = 1, n, напрямую производить не обязательно,
поскольку пространственная реализация оценивателя (5) зависит от блоков
матрицы (15). Решение выпуклой задачи оптимизации (16) будет соответ-
ствовать минимальному ограничению на анизотропийную норму системы в
ошибках оценивания.

5. Моделирование

В качестве примера рассмотрим модель, состоящую из четырехвинтово-
го летального объекта, фиксированного на гироскопическом стенде. Объект
может свободно вращаться вокруг трех осей. Необходимо оценить угол его
крена с помощью имеющихся на объекте гироскопа и камеры, расположенной
фронтально перед объектом. Считаем, что объект замкнут стабилизирующим
управлением на основе LQG–регулятора. Дискретная модель такой системы,
согласно уравнениям динамики (4), в пространстве состояний имеет следую-
щий вид:

A =




0,9988 0,0000 0,0000 0,0095 0,0000 0,0000

0,0000 0,9999 0,0000 0,0000 0,0099 0,0000

0,0000 0,0000 1,0000 0,0000 0,0000 0,0100

−0,2411 0,0000 0,0000 0,8926 0,0000 0,0000

0,0000 −0,0141 0,0000 0,0000 0,9763 0,0000

0,0000 0,0000 −0,0009 0,0000 0,0000 0,9957




,

B =




0,0000 0,0000 0,0000

0,0000 0,0000 0,0000

0,0000 0,0000 0,0000

0,0028 0,0000 0,0000

0,0000 0,0027 0,0000

0,0000 0,0000 0,0008




, Cz =
[
0 0 1 0 0 0

]
, Dz = 0,

C1 =
[
I3 03×3

]
, C2 = Cz, D1 = D2 = 0,05 · I3,

параметры p1 = 0,9, p2 = 0,95. Первый измеряемый выход соответствует дан-
ным с бортового гироскопа, второй – с фронтальной камеры. Считается, что
значения углов восстанавливаются из измерений угловых скоростей путем
интегрирования, в начальный момент оценки считаются нулевыми.
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Рис. 1. Оцениваемый выход.

На рис. 1 представлены результаты моделирования для уровня средней
анизотропии, равной 30. Сплошная линия соответствует оцениваемому вы-
ходу. Оценки 1 и 2 соответствуют случаю, когда при построении результи-
рующей оценки использовались показания с другого измеряемого выхода с
весовым коэффициентом, равным 0,2, в этом случае матрица смежности име-
ет следующий вид:

a =

[
0,8 0,2
0,2 0,8

]
.

Оценка 3 соответствует случаю, когда для построения оценки использовался
только первый измеряемый выход.

Для сравнения приведем значения евклидовых норм оцениваемого вы-
хода ‖z‖ = 0,0221 и трех полученных оценок: ‖ẑ1‖ = 0,0385, ‖ẑ3‖ = 0,0598,
‖ẑ3‖ = 1,0222.

На рис. 2 представлены результаты моделирования под воздействием
внешнего возмущения с фиксированным уровнем средней анизотропии, рав-
ным 30. В данном случае сравним только консенсусную оценку, получен-
ную на основе двух измерений. Штрих-пунктирная линия обозначает оценку
угла крена на основе оценивателя, использующего анизотропийный подход,
сплошная – H∞-оптимальную оценку. Хотя значения евклидовых норм анизо-
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Рис. 2. Оцениваемый выход.

тропийной оценки ‖ẑAB‖ = 1,6308 и H∞-оценки ‖ẑH∞
‖ = 1,9165 различаются

на 15%, по графикам заметно, что в рассмотренном примере с неидеальными
измерениями характер полученных оценок существенно отличается, что го-
ворит о преимуществе использования анизотропийного оценивателя в данном
случае.

6. Заключение

В статье решена задача построения оценки для системы, измеряемые вы-
ходы которой в произвольный момент времени могут быть недоступны. Для
этого предлагается дублировать такие выходы и строить консенсусную оцен-
ку для выхода объекта наблюдения. Поскольку решение поставленной за-
дачи может быть получено с помощью стандартных пакетов прикладных
программ для вычислений, возможным представляется использование син-
тезируемого оценивателя, например, для построения управления по выходу
для динамических объектов.
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КВАЗИОПТИМАЛЬНОЕ ПО ЭНЕРГИИ УГЛОВОЕ УСКОРЕНИЕ
КОСМИЧЕСКОГО АППАРАТА, ПОЛУЧЕННОЕ В РАМКАХ

КИНЕМАТИЧЕСКОЙ ИНТЕРПРЕТАЦИИ ПУАНСО

Рассматривается кинематическая задача поиска оптимального по энер-
гии программного углового ускорения космического аппарата при произ-
вольных граничных условиях по угловому положению и угловой скоро-
сти космического аппарата. В рамках классической кинематической ин-
терпретации Пуансо углового движения твердого тела как обобщенного
конического движения и на основе принципа максимума Понтрягина по-
лучено квазиоптимальное аналитическое решение задачи, которое дове-
дено до алгоритма. Приводятся подтверждающие аналитические и число-
вые примеры, показывающие в зависимости от граничных условий либо
близость квазиоптимального решения к оптимальному решению, либо их
полное совпадение.

Ключевые слова: космический аппарат, твердое тело, угловое ускорение,
кинематическая интерпретация Пуансо, оптимальное и квазиоптималь-
ное управление, аналитическое решение, алгоритм.

DOI: 10.7868/S2413977726060026

1. Введение

При решении многих задач наведения и управления космическими аппа-
ратами требуется знать оптимальное в том или ином смысле программное
угловое ускорение космического аппарата (КА) при произвольных заданных
граничных условиях [1–5]. Как правило, в литературе такое ускорение ищется
либо численно, либо строится аналитически (например, [5]) на основе поли-
номов (сплайнов) посредством представления кватерниона ориентации КА
полиномами и выражения вектора угловой скорости через этот кватернион.
Однако никаких обоснований (доказанных теорем или соображений из тео-
ретической механики), что на всей совокупности угловых движений КА, при
любых граничных условиях эти аналитические решения будут достаточно хо-
рошо аппроксимировать оптимальную траекторию углового движения КА,
не приводится.

В настоящей статье рассматривается кинематическая задача поиска оп-
тимального в смысле энергетических затрат программного углового ускоре-
ния КА при произвольных граничных условиях по угловому положению и
угловой скорости КА. Получить оптимальное аналитическое решение этой
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задачи при произвольных граничных условиях затруднительно, так как точ-
ное решение задачи нахождения ориентации твердого тела по его известной
угловой скорости (задачи Дарбу) в общем случае не известно [6, 7]. Соответ-
ственно классической кинематической интерпретации Пуансо углового дви-
жения твердого тела как обобщенного конического движения задача поис-
ка оптимального углового ускорения КА переформулирована в этом классе
движений. Траектория КА задана явными выражениями, которые содержат
произвольные кватернионные и скалярные постоянные и две произвольные
скалярные функции, которые являются параметрами обобщенного кониче-
ского движения. Применительно к этим параметрам и их производным ста-
вится и решается оптимизационная задача, в которой в качестве управлений
выступают вторые производные от этих параметров. При этом общность ис-
ходной задачи практически не нарушается, так как известное точное реше-
ние классической задачи поиска оптимального углового ускорения в случае
плоского поворота КА [4] или в новом частном случае регулярной прецессии,
который приводится в статье, и аналогичные решения задачи в рамках рас-
сматриваемой концепции полностью совпадают; в других случаях в числовых
расчетах решения исходной задачи и предлагаемого аналитического решения
относительная погрешность между значениями функционала оптимизации,
который является определяющей характеристикой задачи, составляет не бо-
лее одного процента, включая повороты КА на большие углы. В связи с этим
предлагаемое аналитическое решение задачи может интерпретироваться как
квазиоптимальное по отношению к классической задаче поиска оптимально-
го углового ускорения КА. Приведены явные выражения для кватерниона
ориентации и вектора угловой скорости КА, посредством дифференцирова-
ния выражения вектора угловой скорости получена явная формула углового
ускорения КА; записан аналитический алгоритм решения задачи, который
может быть использован на борту КА.

Предлагаемый в статье аналитический метод решения ранее был успешно
применен в динамических задачах оптимальных разворотов КА произволь-
ной конфигурации с различными критериями оптимизации [8, 9], а также при
построении квазиоптимального по быстродействию углового ускорения КА
при произвольных граничных условиях [10].

2. Постановка классической задачи

Угловое движение КА как твердого тела вокруг центра масс описывается
системой дифференциальных уравнений в векторно-матричной форме:

2




λ̇0
λ̇1
λ̇2
λ̇3


 =




−λ1 −λ2 −λ3
λ0 −λ3 λ2
λ3 λ0 −λ1
−λ2 λ1 −λ0






ω1

ω2

ω3


 ,(2.1)

[
ω̇1 ω̇2 ω̇3

]T
=
[
ε1 ε2 ε3

]T
,(2.2)
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которой эквивалентна краткая запись [4]:

2Λ̇ = Λ ◦ ω,(2.3)

ω̇ = ε,(2.4)

где Λ(t) = [λ0(t), λ1(t), λ2(t), λ3(t)]
T или Λ(t) = λ0(t) + λ1(t)i1 + λ2(t)i2 +

+λ3(t)i3 – нормированный кватернион, описывающий угловое положе-
ние КА (||Λ|| = λ20 + λ21 + λ22 + λ23 = 1); ω = [ω1(t), ω2(t), ω3(t)]

T или ω(t) =
= ω1(t)i1 + ω2(t)i2 + ω3(t)i3 – вектор его угловой скорости, который мо-
жет рассматриваться как кватернион с нулевой скалярной частью ω(t) =
= [0, ω1(t), ω2(t), ω3(t)]

T; ε = [ε1(t), ε2(t), ε3(t)]
T – вектор углового ускоре-

ния КА; мнимые единицы Гамильтона i1, i2, i3 соответствуют ортам трех-
мерного векторного пространства i1, i2, i3, символ “◦” означает произведение
кватернионов; “T” – знак транспонирования векторов. Фазовые координаты
Λ, ω положены непрерывными функциями, а угловое ускорение ε (рассмат-
риваемое как управление) – кусочно-непрерывной функцией КА [11].

Произвольные начальное и конечное состояния КА:

Λ(0) = Λ0, Λ(T ) = ΛT ,(2.5)

ω(0) = ω0, ω(T ) = ωT .(2.6)

Необходимо найти оптимальное управление ε
опт(t), доставляющее мини-

мум функционалу энергозатрат с фиксированным временем T :

(2.7) J =

T∫

0

||ε|| dt,

где время T произвольно и зафиксировано.

Постановка задачи (2.1)–(2.7) является кинематической, так как не учи-
тывает динамическую конфигурацию КА. Следует отметить, что оптималь-
ное угловое ускорение КА можно искать как производную от оптимальной
угловой скорости КА и в полной динамической задаче оптимального разво-
рота КА, где вместо векторного уравнения (2.4) используются динамические
уравнения Эйлера, а функцией управления является приложенный к КА век-
тор внешнего управляющего момента [8, 9].

3. Безразмерные переменные

Переформулируем задачу, заменяя исходные размерные переменные на
безразмерные:

tбезраз = tраз/T, ω
безраз = ω

разT, ε
безраз = ε

разT 2, Jбезраз = JразT 3;

при этом все выражения постановки задачи, кроме функционала оптими-
зации

J =

1∫

0

||ε|| dt,(3.1)

не изменятся. Ниже будем решать задачу (2.3)–(2.6), (3.1) в безразмерных
переменных при T = 1, где верхние индексы в постановке задачи убраны.
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4. Переход к краевой задаче оптимизации

Следуя принципу максимума Л.С. Понтрягина [4, 11], введем кватерни-
он Ψ(t), сопряженный кватерниону ориентации КА Λ(t), и вектор ϕ(t),
сопряженный вектору угловой скорости КА ω(t). Функция Гамильтона–
Понтрягина равна

H = − (ε, ε) + (Ψ, Λ ◦ ω) /2 + (ϕ, ε) ,(4.1)

где “(. , .)” – скалярное произведение векторов.

Сопряженная система уравнений имеет вид




2Ψ̇ = Ψ ◦ ω,
ϕ̇ = −vect

(
Λ̃ ◦Ψ

)
/2,

(4.2)

где “vect(.)” – векторная часть кватерниона, а символ “˜” означает сопря-
жение кватерниона. Линейные дифференциальные системы уравнений для
переменных Ψ и Λ совпадают, следовательно, их решения различаются на
кватернионную константу C:

Ψ = C ◦Λ.(4.3)

В силу этого и с учетом обозначения [4]

p = vect
(
Λ̃ ◦Ψ

)
= Λ̃ ◦ cv ◦Λ,(4.4)

где cv – векторная часть кватерниона C, выражения (4.2) примут вид:

{
p = Λ̃ ◦ cv ◦Λ,
ϕ̇ = −p/2.

(4.5)

Таким образом, в силу самосопряженности линейной дифференциальной
системы уравнений (2.1) (или (2.3)) размерность краевой задачи принципа
максимума понижается на четыре [4]. Из условия максимума (3.1) получим
непрерывную структуру оптимального управления:

ε
опт = ϕ/2.(4.6)

Из формул (2.3), (2.4), (4.4), (4.5) следует, что ω̇ = ϕ/2, ω̈ = −p/4,
...
ω = −ṗ/4 = ω̈ × ω, где знак “×” есть векторное произведение, или, запи-
сывая одним уравнением,

...
ω = ω̈ × ω.(4.7)

В итоге нахождение оптимального углового ускорения КА приведено к
решению краевой задачи (2.3), (4.7), (2.5), (2.6).
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Используя выражение (4.4), функцию Гамильтона–Понтрягина (4.1) мож-
но записать так:

H = − (ε, ε) + (p, ω) /2 + (ϕ, ε) .(4.8)

На основе формул (2.3), (2.4), (4.5) также укажем векторный первый
интеграл [12], связывающий фазовые и сопряженные переменные задачи:
p/4 +ϕ× ω = const, ∀ t ∈ [0, T ].

Несмотря на то, что в статье рассматривается задача без ограничения на
управление (ограничение на величину углового ускорения в задаче косвенно
реализуется при минимизации интегрального квадратичного по управлению
функционала), на основе выражений (4.4)–(4.6) можно получить оценку мо-
дуля вектора оптимального углового ускорения. Для непрерывно дифферен-
цируемой вектор–функции оптимального управления ε

опт имеем:

| εопт(t) |=

∣∣∣∣∣∣

t∫

0

ε̇
опт(τ) dτ + ε

опт(0)

∣∣∣∣∣∣
6

t∫

0

| ε̇опт(τ) | dτ+ | εопт(0) |=

=

t∫

0

| p(τ) | dτ/4+ | εопт(0) |=| cv | t/4+ | εопт(0) |,

т.е. величина вектор-функции ε
опт(t) в любой момент времени ∀ t ∈ [0, 1]

должна находиться внутри шара переменного радиуса

||εопт(t)|| 6 (| cv | t/4+ | εопт(0) |)2, ∀ t ∈ [0, 1].(4.9)

Аналогично с другой стороны получим:

||εопт(t)|| 6 (| cv | (1− t)/4+ | εопт(1) |)2, ∀ t ∈ [0, 1].(4.10)

Следовательно, значение оптимального вектора углового ускорения долж-
но принадлежать пересечению множеств, определяемых неравенства-
ми (4.9), (4.10), т.е.

||εопт(t)|| 6 γ2(t), ∀ t ∈ [0, 1],

γ2(t) = min
t

{
(| cv | t/4+ | εопт(0) |)2 , (| cv | (1− t)/4+ | εопт(1) |)2

}
,

(4.11)

где векторная неопределенная постоянная cv находится из заданных посто-
янных условия задачи.

Следует отметить, что в частном случае граничных условий по угловой
скорости (2.6), соответствующих плоскому эйлерову повороту, когда извест-
но точное решение задачи, | cv | в (4.11) явно выражается через заданные
граничные условия по угловому положению КА (2.5)

| cv |=| vect(ΛT ◦ Λ̃0)/ sin(arccos(scal(ΛT ◦ Λ̃0))) |,(4.12)

где “scal(.)” – скалярная часть кватерниона, а величина вектор-функции
ε

опт(t) может выходить на границу области (4.11), (4.12).
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5. Частное решение задачи в элементарных функциях

В классе регулярных конических движений получим новое аналитическое
частное решение задачи поиска оптимального углового ускорения КА, вы-
раженное в элементарных функциях. Оптимальная угловая скорость КА в
этом классе движений имеет вид

ω(t) = Q̃ ◦ (i1β sin γt+ i2β cos γt+ i3γ) ◦Q,(5.1)

где Q (кватернион) и β, γ – произвольные постоянные; при этом

||K|| = q20 + q21 + q22 + q23 = 1.(5.2)

Кватернион Q задает поворот вектора i1β sin γt + i2β cos γt + i3γ вокруг
некоторой постоянной оси, проходящей через неподвижную точку КА. Пока-
жем, что угловая скорость (5.1) удовлетворяет уравнению (4.7). Последова-
тельно дифференцируя выражение (5.1) три раза по переменной t, получим:

ω̇(t) = βγQ̃ ◦ (i1 cos γt− i2 sin γt) ◦Q, ω̈(t) = −βγ2Q̃ ◦ (i1 sin γt+ i2 cos γt) ◦Q,
...
ω(t) = βγ3Q̃ ◦ (−i1 cos γt+ i2 sin γt) ◦Q. Подставляя (5.1) и полученные вы-
ражения производных в (4.7), можно убедиться в выполнении равенства, при
этом

...
ω = ω̈ × ω = (ω̈ ◦ ω − ω ◦ ω̈) /2.

Исходя из (2.3), (5.1), получим явное выражение траектории КА в виде
регулярной прецессии:

Λ(t) = Λ0 ◦ Q̃ ◦ exp{i2βt/2} ◦ exp{i3γt/2} ◦Q,(5.3)

где “exp{.}” обозначает кватернионную экспоненту [4].

В выражения (5.1)–(5.3) входят пять произвольных постоянных β, γ, qi,
i = 0, 1, 2 (константа q3 связана с условием (5.2)). Выполним граничные усло-
вия (2.5), (2.6). Из-за недостаточного количества произвольных констант
в (5.1) на величины |ω0| и ωT наложим требования по ходу решения задачи,
при этом единичный вектор ω

e
0 = ω0/ |ω0| произволен и задан. В точке t = 0

по формуле (5.1):

ω0 = |ω0|ωe
0 = Q̃ ◦ (i2β + i3γ) ◦Q,(5.4)

‖ω0‖ =
∥∥∥Q̃ ◦ (i2β + i3γ) ◦Q

∥∥∥ =
∥∥∥Q̃
∥∥∥ ‖i2β + i3γ‖ ‖Q‖ = β2 + γ2,(5.5)

на правом конце траектории КА при t = T = 1 из (5.3) имеем

ΛT = Λ0 ◦ Q̃ ◦ exp{i2β/2} ◦ exp{i3γ/2} ◦Q,(5.6)

при этом

scal(Λ̃0 ◦ΛT ) = scal(exp{i2β/2} ◦ exp{i3γ/2}),(5.7)

где ”scal(.)” обозначает скалярную часть кватерниона. Исходя из (5.2), (5.4)–
(5.6), найдем |ω0|, β, γ, Q.
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Представим (5.4), (5.6) в виде

(i2β + i3γ) ◦Q−Q ◦ γ0 = 0,

exp{i2β/2} ◦ exp{i3γ/2} ◦Q−Q ◦ Λ̃0 ◦ΛT = 0,

или та же запись на основе m- и n-матриц, изоморфных кватернионам [13]:







0 0 −β −γ
0 0 −γ β
β γ 0 0
γ −β 0 0


−




0 −ω01 −ω02 −ω03

ω01 0 ω03 −ω02

ω02 −ω03 0 ω01

ω03 ω02 −ω01 0










q0
q1
q2
q3


=




0
0
0
0


,(5.8)







µ0 −µ1 −µ2 −µ3
µ1 µ0 −µ3 µ2
µ2 µ3 µ0 −µ1
µ3 −µ2 µ1 µ0


−




ν0 −ν1 −ν2 −ν3
ν1 ν0 ν3 −ν2
ν2 −ν3 ν0 ν1
ν3 ν2 −ν1 ν0










q0
q1
q2
q3


 =




0
0
0
0


 ,(5.9)

где матрица коэффициентов линейной алгебраической системы (5.9) опреде-
ляется компонентами кватернионов µ и ν:





µ = exp{i2β/2} ◦ exp{i3γ/2},
µ0 = cos(β/2) cos(γ/2), µ1 = sin(β/2) sin(γ/2),
µ2 = sin(β/2) cos(γ/2), µ3 = cos(β/2) sin(γ/2),

(5.10)

ν = Λ̃0 ◦ΛT ,(5.11)

нормы которых равны ‖µ‖ = 1, ‖ν‖ = 1; при этом ранги матриц коэффи-
циентов систем (5.8), (5.9) равны 2. Выбирая в (5.8), (5.9) по два линейно
независимых уравнения, получим однородную систему




0 ω01 ω02 − β ω03 − γ
−ω01 0 −(ω03 + γ) ω02 + β
µ1 − ν1 0 −(µ3 + ν3) µ2 + ν2

0 ν1 − µ1 ν2 − µ2 ν3 − µ3







K0

K1

K2

K3


 =




0
0
0
0


 .(5.12)

Нетривиальное решение системы уравнений (5.12) обуславливается равен-
ством 0 определителя ее матрицы коэффициентов. Используя это и формулы
(5.4), (5.5), (5.10), (5.11), получим

|ω0| = (µ2β + µ3γ)/(ν1ω
e
01 + ν2ω

e
02 + ν3ω

e
03).(5.13)

На основе (5.5), (5.7), (5.10), (5.13) запишем систему из двух нелинейных
уравнений для определения постоянных β, γ:

{ (
β2 + γ2

)
(ν1ω

e
01 + ν2ω

e
02 + ν3ω

e
03)

2 − (µ2β + µ3γ)
2 = 0,

scal(Λ̃0 ◦ΛT )− cos(β/2) cos(γ/2) = 0.
(5.14)

Из (5.3) и на основе решения системы (5.4) находится величина |ω0|.
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Компоненты кватерниона Q определяются по формулам:

q3 = ±
[
1 + (B0/G)2 + (B1/G)2 + (B2/G)2

]−1/2
, q0 = B0q3/G,

q1 = B1q3/G, q2 = B2q3/G,
(5.15)

где 



B0 = −(µ2 + ν2)(ω03 + γ) + (µ3 + ν3)(ω02 + β),

B1 = (µ1 − ν1)ω01 + (µ3 + ν3)(γ − ω03) + (µ2 + ν2)(β − ω02),

B2 = (µ1 − ν1)(ω02 + β) + (µ2 + ν2)ω01,

G = (µ1 − ν1)(ω03 + γ) + (µ3 + ν3)ω01.

(5.16)

Краевое условие по угловой скорости КА при t = T = 1 должно выглядеть
так:

ω(T ) = ωT = Q̃ ◦ (i1β sin γ + i2β cos γ + i3γ) ◦Q.(5.17)

В итоге, если краевые условия по угловой скорости КА ω удовлетворяют
требованиям (5.13), (5.17), траектория углового движения КА находится в
классе регулярных конических движений и определяется явными выраже-
ниями (5.1), (5.2) (ω(t) ∀t ∈ [0, T ] принадлежит конической поверхности, ко-
торая определяется в пространстве произвольными заданными граничными
условиями по положению Λ0, ΛT и произвольным заданным направлением
вектора своего начального значения ω

e
0).

Оптимальное угловое ускорение из (2.4), (5.1) будет

ε = ω̇ = βγQ̃ ◦ (i1 cos γt− i2 sin γt) ◦Q,(5.18)

||ε|| = β2γ2 = const.(5.19)

Оптимальная величина безразмерного функционала оптимизации (3.1):

J =

1∫

0

||ε|| dt = β2γ2.(5.20)

По формулам (5.18), (4.5) определяются сопряженные переменные ϕ и p.
Задача при введенных ограничениях полностью решена.

Приведем алгоритм построения оптимального по энергии углового уско-
рения КА в классе регулярных конических движений:

1) по заданным постоянным условиям задачи T = 1, Λ0, ΛT (2.5), ωe
0 =

= ω0/ |ω0| и формулам (2.6), (5.10), (5.11), (5.15), (5.16) определяются неиз-
вестные β, γ, |ω0|;

2) Λ0, ΛT , β, γ, T = 1, |ω0| по формулам (5.15), (5.16) находится кватер-
нион Q;

3) с использованием выражений ω
выч
0 = |ω0|ωe

0, ω
выч
T = Q̃ ◦ (i1β sin γ+

+ i2β cos γ + i3Ω) ◦Q находятся условия на концах траектории ω
выч
0 ω

выч
T ;

4) найденные величины ω
выч
0 ω

выч
T сравниваются с заданными (2.6);

5) если в п. 4 алгоритма выполняется равенство, то оптимальное реше-
ние задачи находится в классе регулярных конических движений; угловая
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скорость КА, траектория и вектор углового ускорения КА вычисляются по
формулам (5.1), (5.3), (5.18) и п. 1, оптимальное значение функционала опре-
деляется на основе (5.10);

6) с использованием (4.4), (4.5), (5.18) определяются сопряженные пере-
менные ϕ и p.

Полученное в классе регулярных конических движений оптимальное ре-
шение задачи и известное ранее [4] точное решение в классе плоских эйле-

ровых разворотов (при условии ω0 ωT || vect(Λ̃0 ◦ΛT )) для частных случаев
граничных условий по угловой скорости КА будут использованы как анали-
тические подтверждения при построении квазиоптимального решения задачи
поиска углового ускорения КА в классе обобщенных конических движений.
Также приведем наводящие соображения, которые получены на основе чис-
ленного решения задачи поиска оптимального углового ускорения КА при
произвольных граничных условиях.

6. Обоснование предлагаемого подхода исходя
из числовых решений задачи

Численно решается краевая задача принципа максимума, полученная
в разделе 4 статьи для исходной кинематической задачи поиска оптималь-
ного ускорения КА (2.3)–(2.6), (3.1):





2Λ̇ = Λ ◦ ω,
ω̇ = ε,

ϕ̇ = −p/2,

p = Λ̃ ◦ cv ◦Λ, cv = const,

(6.1)

Λ(0) = Λ0, ω(0) = ω0,(6.2)

Λ(T ) = ΛT , ω(T ) = ωT ,(6.3)

ε
опт = ϕ/2,(6.4)

откуда необходимо найти ε
опт, T опт, Λопт, ωопт, cv. Условия в конечный мо-

мент времени (6.3) целесообразно записать в фазовом пространстве Λ × ω

размерности 7 [8, 9]:

vect (Λ(T ) ◦ Λ̃T ) = 0, ω(T ) = ωT .(6.5)

Метод численного решения подобных задач описан в [8, 9]. Также для
сравнения приводятся кинематические характеристики по результатам рас-
четов в полной динамической задаче оптимального в смысле минимума энер-
гетических затрат разворота КА как твердого тела различных динамических
конфигураций [9] в безразмерных переменных (T = 1) при тех же граничных
условиях:

Λ0 = (0,7951, 0,2981, −0,3975, 0,3478), ω0 = (0,2739, −0,2388, −0,3),(6.6)

ΛT = (0,8443, 0,3984, −0,3260, 0,1485), ωT = (0,0, 0,0, −0,59).(6.7)
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Задача 1. Произвольный КА I1 = 0,9869, I2 = 1,1843, I3 = 0,7895.

Задача 2. Произвольный КА I1 = 0,9506, I2 = 1,3308, I3 = 0,5704.

Задача 3. Международная космическая станция (МКС) в своей ранней
версии [14] I1 = 4853 000 кг · м2, I2 = 23601 000 кг · м2, I3 = 26278 000 кг · м2

или безразмерные величины I1 = 0,2358, I2 = 1,1466, I3 = 1,2766.

Задача 4. КА “Спейс Шаттл”, у которого характеристики, почти как
у динамически-симметричного твердого тела: I1 = 3400 648 кг · м2, I2 =
= 21041 672 кг · м2 или I1 = 0,1967, I2 = 1,2168, I3 ≈ I2.

Задача 5. Произвольный КА I1 = 0,9116, I2 = 1,3674, I3 = 0,5470.

В табл. 1 показаны значения кватерниона ориентации и вектора угловой
скорости КА, полученные при решении задачи поиска оптимального углово-
го ускорения (6.1)–(6.5) и при решении динамической задачи оптимального
разворота [9] для задач 1–4 в середине отрезка времени t = 0,5. При этом
для сравнения в нижней строке табл. 1 приводятся данные, которые полу-
чены при решении квазиоптимальной задачи поиска углового ускорения КА,
рассматриваемой в разделах 6–7 статьи.

Таблица 1. Величины кватерниона ориентации и вектора угловой скорости

Задача λ0 λ1 λ2 λ3 ω1 ω2 ω3

1 0,8095 0,3628 −0,3766 0,2670 −0,0499 −0,0115 −0,4941

2 0,8093 0,3631 −0,3765 0,2674 −0,0496 −0,0116 −0,4949

3 0,8077 0,3654 −0,3773 0,2678 −0,0506 −0,0159 −0,4949
4 0,8086 0,3634 −0,3780 0,2668 −0,0519 −0,0137 −0,4948

Краевая задача
(6.1)–(6.5)

0,8096 0,3625 −0,3768 0,2668 0,0502 −0,0114 −0,4937

Модифицирован-
ная задача

0,8099 0,3627 −0,3756 0,2673 −0,0488 −0,0098 −0,4938

В табл. 2 для тех же задач показаны компоненты векторов углового уско-
рения ε = [ε1(t), ε2(t), ε3(t)]

T для каждого из случаев в точках t = 0, t = 0,5,
t = T = 1 процесса оптимального управления КА.

Таблица 2. Величины углового ускорения

Задача ε1(0) ε2(0) ε3(0) ε1(0.5) ε2(0.5) ε3(0.5) ε1(1) ε2(1) ε3(1)

2 −0,9649 0,7262 −0,4736 −0,3051 0,2053 −0,2902 0,5357 −0,1154 −0,0965

3 −0,9399 0,7235 −0,4449 −0,3207 0,2039 −0,2942 0,5681 −0,1076 −0,0940

4 −0,9262 0,6536 −0,4422 −0,3182 0,2586 −0,2978 0,5591 −0,2446 −0,0886
5 −0,7914 0,6537 −0,4345 −0,3968 0,2549 −0,3002 0,7341 −0,2381 −0,0875

Краевая
задача

(6.1)–(6.5)
−0,9854 0,7259 −0,4892 −0,2917 0,2087 −0,2878 0,5077 −0,1272 −0,0985

Модифиц.
задача

−0,9647 0,7634 −0,4932 −0,3103 0,1687 −0,2847 0,5350 −0,0220 0,1024
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Также опишем кинематические характеристики оптимального движения
для случая, когда начальное состояние КА определяется соотношением (6.6),
а конечное состояние – соотношением

ΛT = (0,79368, 0,49375, −0,26823, 0,23309), ωT = (0,2, 0,3, −0,2).(6.8)

В табл. 3 применительно к задаче (6.1)–(6.5) и при решении динамической
задачи оптимального разворота [9] для КА 3–5 представлены компоненты
кватерниона положения и вектора угловой скорости при t = 0,5, а в табл. 4
приводятся компоненты векторов углового ускорения при t = 0, t = 0,5, t =
= T = 1.

Таблица 3. Кватернион ориентации и вектор угловой скорости

Задача λ0 λ1 λ2 λ3 ω1 ω2 ω3

3 0,79080 0,41371 −0,35618 0,27679 0,31768 −0,01578 −0,52304

4 0,79103 0,41317 −0,35664 0,27635 0,31932 −0,01491 −0,52314

5 0,78999 0,41442 −0,35860 0,27492 0,32414 −0,01453 −0,52402

Краевая
задача

(6.1)–(6.5)
0,78995 0,41434 −0,35808 0,28583 0,32168 −0,01522 −0,52451

Таблица 4. Угловое ускорение

Задача ε1(0) ε2(0) ε3(0) ε1(0.5) ε2(0.5) ε3(0.5) ε1(1) ε2(1) ε3(1)

3 0,36496 0,53821 −1,00244 −0,07017 0,44837 0,10585 −0,54722 0,88317 1,18497

4 0,28551 0,51819 −1,00680 −0,04259 0,45769 0,10771 −0,55803 0,86381 1,18517

5 0,19271 0,34271 −1,05149 −0,05270 0,54857 0,12304 −0,41047 0,70409 1,16712

Краевая
задача

(6.1)–(6.5)

0,26547 0,38677 −1,00250 −0,06733 0,52385 0,10458 −0,43888 0,74958 1,18404

Такие же вычисления проводились и для других граничных условий.
Из табл. 1–4 и других расчетов следует, что в динамической задаче оптималь-
ного разворота кинематические характеристики оптимального движения КА
существенно зависят от его начального и конечного состояний, менее суще-
ственно зависят от его конфигурации и достаточно близки к результатам ки-
нематической задачи поиска оптимального углового ускорения КА. Отсюда
следует, что кинематическая задача поиска оптимального углового ускоре-
ния (2.3)–(2.7), вообще говоря, носит общий характер для КА произвольных
конфигураций. При этом в кинематической задаче выражения для кватерни-
она ориентации и вектора угловой скорости можно построить аналитически в
явном виде на основе решения так называемой модифицированной задачи оп-
тимальной переориентации КА в классе обобщенных конических движений.
Управляющее угловое ускорение КА определяется посредством дифферен-
цирования вектора его угловой скорости. Изложим это более подробно.
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7. Модифицированная задача поиска оптимального
углового ускорения КА

Общее решение фундаментальной задачи определения ориентации твер-
дого тела по его известной угловой скорости (2.1), (2.3), называемой задачей
Дарбу, не известно. Поэтому получим решение задачи в классе обобщенных
конических движений, для этого определим вектор угловой скорости ω(t) как

ω(t) = Q̃ ◦ (i1Ḃ(t) sin Γ(t) + i2Ḃ(t) cos Γ(t) + i3Γ̇(t)) ◦Q,(7.1)

где функции B(t) и Γ(t) (параметры обобщенного конического движения)
произвольны. В этом случае уравнение (2.3) имеет точное решение [8, 9], удо-
влетворяющее начальному условию (2.5):

Λ = Λ0 ◦ Q̃ ◦ exp{−i3Γ(0)/2} ◦ exp{i2(B(t)− B(0))/2} ◦

◦ exp{i3Γ(t)/2} ◦Q.
(7.2)

Как видно, формулы (7.1), (7.2) включают в себя выражения для угловой ско-
рости и траектории КА во всех известных точных решениях задачи поиска
оптимального углового ускорения КА, когда вектор его угловой скорости со-
храняет постоянное направление на всем интервале времени движения (плос-
кий эйлеров разворот КА [4]) или совершает регулярную прецессию (раздел 5
настоящей статьи). При этом формулы (7.1), (7.2), содержащие произволь-
ные функции B(t), Γ(t), являются прямым обобщением формул (5.1), (5.3),
которые содержат линейные функции βt, γt соответственно. Также следует
отметить, что с помощью взаимно однозначных замен переменных (описано
в [8, 9]) задачу Дарбу в общем случае можно свести к решению уравнения ти-
па (2.3), где угловая скорость примет вид ω

∗(t) = −ω(t) и находится в классе
подобных движений (кватернионное дифференциальное уравнение (2.3) с уг-
ловой скоростью ω

∗(t) по-прежнему не имеет явного решения). Таким об-
разом, вид вектора угловой скорости типа (7.1) соответствует классической
кинематической интерпретации Пуансо углового движения твердого тела как
обобщенного конического движения [7].

Пусть вторые производные от функций B и Γ рассматриваются как управ-
ления. Вводя обозначения

Ḃ = B1, Γ̇ = Γ1,(7.3)

можно составить управляемую систему:

Ḃ = B1, Γ̇ = Γ1, Ḃ1 = u1, Γ̇1 = u2,(7.4)

где B, B1, Γ, Γ1 есть фазовые координаты этой задачи, а u1, u2 – управления.
Кватернион Q зададим так:

Q = Q2 ◦Q1, Q1 = exp{i1α1/2}, Q2 = exp{i2α2/2},(7.5)
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где α1, α2 – произвольные константы. Следует отметить, кватернионы Q1 и
Q2 поворачивают вектор угловой скорости ω (7.1) вокруг осей i1, i2. За счет
аддитивной постоянной, входящей в функцию Γ(t), поворот вокруг оси i3 уже

учтен в выражении (7.1). Сопряжение кватерниона Q̃ выглядит так:

Q̃ = Q̃1 ◦ Q̃2, Q̃1 = exp{−i1α1/2}, Q̃2 = exp{−i2α2/2}.(7.6)

Удовлетворение краевым условиям (2.5), (2.6) функций ω, Λ (7.1), (7.2) с
учетом (7.5), (7.6) запишется так:

Q̃1 ◦ Q̃2 ◦ (i1B1(0) sin Γ(0) + i2B1(0) cos Γ(0) + i3Γ1(0)) ◦Q2 ◦Q1 = ω0,(7.7)

Q̃1 ◦ Q̃2 ◦ (i1B1(T ) sin Γ(T ) + i2B1(T ) cos Γ(T ) +

+ i3Γ1(T )) ◦Q2 ◦Q1 = ωT ,
(7.8)

Λ0 ◦ Q̃1 ◦ Q̃2 ◦ exp{−i3Γ(0)/2} ◦ exp{i2(B(T )− B(0))/2} ◦
◦ exp{i3Γ(T )/2} ◦Q2 ◦Q1 = ΛT .

(7.9)

Оптимизационная задача для управляемой системы (7.4) выглядит так:
найти оптимальные управления u1(t), u2(t), переводящие систему (7.4) из
состояния

B = B(0), B1 = B1(0), Γ = Γ(0), Γ1 = Γ1(0)(7.10)

в состояние

B = B(T ), Γ1 = Γ1(T ), Γ = Γ(T ), Γ1 = Γ1(T ),(7.11)

которые удовлетворяют соотношениям (7.7)–(7.9), где параметры α1, α2 под-
лежат определению, и исполняют критерий оптимальности

(7.12) J =

T∫

0

(u21 + u22) dt.

Выражения (7.7)–(7.9) запишем так:

(i1B1(0) sin Γ(0) + i2B1(0) cos Γ(0) + i3Γ1(0)) = Q2 ◦Q1 ◦ω0 ◦ Q̃1 ◦ Q̃2,(7.13)

(i1B1(T ) sin Γ(T ) + i2B1(T ) cos Γ(T ) + i3Γ1(T )) =

= Q2 ◦Q1 ◦ ωT ◦ Q̃1 ◦ Q̃2,
(7.14)

exp{−i3Γ(0)/2} ◦ exp{i2(B(T )− B(0))/2} ◦ exp{i3Γ(T )/2} =

= Q2 ◦Q1 ◦ Λ̃0 ◦ΛT ◦ Q̃1 ◦ Q̃2.
(7.15)

Из уравнения (2.4) путем дифференцирования определяется управляющее
угловое ускорение КА

ω̇ = ε.(7.16)
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Поставленную задачу назовем модифицированной задачей поиска опти-
мального углового ускорения КА, ее точное решение допустимо как при-
ближенное или квазиоптимальное решение классической оптимальной зада-
чи (2.3)–(2.6), (3.1).

8. Решение модифицированной задачи поиска
углового ускорения КА

Функция Гамильтона–Понтрягина задачи (7.4)–(7.12):

(8.1) H = −(u21 + u22) + ψ1B1 + ψ2Γ1 + ψ3u1 + ψ4u2,

где сопряженные переменные удовлетворяют дифференциальной системе

ψ̇1 = 0, ψ̇2 = 0, ψ̇3 = −ψ1, ψ̇4 = −ψ2.(8.2)

Система (8.2) имеет общее решение

ψ1 = c1, ψ2 = c2, ψ3 = −c1t+ c3, ψ4 = −c2t+ c4,(8.3)

где c1, . . . , c4 – неопределенные константы.

Условие максимума функции Гамильтона–Понтрягина (8.2) дает структу-
ру оптимальных управлений:

(8.4) u1 = ψ3/2 = (−c1t+ c3)/2, u2 = ψ4/2 = (−c2t+ c4)/2.

Подставляя формулы (8.4) в уравнения (7.4), находим их общее решение,
которое содержит 8 неопределенных констант c1, . . . , c8:

(8.5)
B = −c1t3/12 + c3t

2/4 + c5t+ c6, Γ = −c2t3/12 + c4t
2/4 + c7t+ c8,

B1 = −c1t2/4 + c3t/2 + c5, Γ1 = −c2t2/4 + c4t/2 + c7.

Исходя из (8.4) в выражении для функции B (8.5) положим констан-
ту c6 равной 0. Для определения девяти неизвестных постоянных задачи
c1, . . . , c5, c7, c8 и α1, α2 служат 9 уравнений системы (7.13)–(7.15) (из-за
требования ||Λ|| = 1 3 скалярных уравнения независимы в кватернионной
записи (7.15)). Следует отметить, что эти уравнения можно решать модифи-
цированным методом Ньютона, где в качестве начальных приближений будут
выступать значения констант c1, . . . , c5, c7, c8 и α1, α2 из точного решения
задачи в частном случае по разделу 5 статьи.

На основе (7.1), (7.2), (8.5) получим явные зависимости, определяющие
законы изменения угловой скорости и траектории КА в задаче поиска оп-
тимального углового ускорения в классе обобщенных конических движений.
Формула (7.16) с учетом (7.1), (8.4) и (8.5) дает аналитическое выражение
для вектора углового ускорения ε:

ε = ω̇ = Q̃ ◦ (i1(u1 sin Γ + B1Γ1 cos Γ) +

+ i2(u1 cos Γ− B1Γ1 sin Γ) + i3u2) ◦Q.
(8.6)
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С учетом (7.3), (7.5), (7.6) компоненты векторов ω и ε (7.1), (8.6) имеют
явный вид:

ω1 = B1 sin Γ cosα2 − Γ1 sinα2,

ω2 = B1(sin Γ sinα1 sinα2 − cos Γ cosα1) + Γ1 sinα1 cosα2,

ω3 = B1(sin Γ cosα1 sinα2 − cos Γ sinα1) + Γ1 cosα1 cosα2,

ε1 = u1(sin Γ + B1Γ1 cos Γ) cosα2 − u2 sinα2,

ε2 = u1(sin Γ sinα1 sinα2 + cos Γ cosα1) +
+ B1Γ1(cos Γ sinα1 sinα2 − sin g cosα1) + +u2 sinα1 cosα2,

ε3 = u1(sin Γ cosα1 sinα2 − cos Γ sinα1) +
+ f1Γ1(cos Γ cosα1 sinα2 + sin Γ sinα1) + u2 cosα1 cosα2.

Норма вектора управляющего углового ускорения КА, входящая в функ-
ционал (2.7) (или (3.1)) исходной задачи, выражается через элементы моди-
фицированной задачи так:

||ε|| = u21 + B2
1Γ

2
1 + u22.(8.7)

Модифицированная задача поиска оптимального углового ускорения КА пол-
ностью решена.

Если в классической и модифицированной задаче поиска оптимального уг-
лового ускорения КА граничные условия по угловой скорости КА положить
такими же, как в разделе 5, то решения этих задач полностью совпадут. То же
самое можно сказать, когда ω0 ωT || vect(Λ̃0 ◦ ΛT ) (плоский эйлеров пово-
рот КА [4]), в этом случае B2

1Γ
2
1 = 0 в (8.7) и критерий (7.12) соответствует

критерию оптимизации (2.7) (или (3.1)) классической задачи. Для произ-

вольных граничных условий, полагая, что
∫ 1
0 B2

1Γ
2
1 dt мало по сравнению с

величиной
∫ 1
0 ||ε|| dt, в (8.7) можно опустить последнее слагаемое. Тогда мо-

дифицированная задача оптимального управления в переменных B, Γ, B1,
Γ1, u1, u2 с функционалом (7.12) и выражениями (7.1), (7.2), (7.13)–(7.15),
(8.4)–(8.6) будет соответствовать классической задаче поиска оптимального
углового ускорения КА в классе обобщенных конических движений. На ос-
новании рассуждений разделов 5, 6 статьи модифицированная задача может
рассматриваться в качестве квазиоптимальной задачи поиска углового уско-
рения КА при произвольных граничных условиях.

Подобно классической задаче (формулы (4.11), (4.12)) величина ||ε|| в мо-
дифицированной задаче в любой момент времени находится внутри перемен-
ной области ограничения, определяемой постоянными условия задачи. На ос-
нове (8.4), (8.7) при сделанных выше допущениях получим:

||ε(t)|| 6
(
(c21 + c22)t

2 + 2 | c1c3 + c2c4 | t+ c23c
2
4

)
/4, ∀ t ∈ [0, 1].(8.8)

Приведем квазиоптимальный алгоритм решения задачи поиска минималь-
ного по энергии углового ускорения КА.
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1. По имеющимся краевым условиям Λ0, ΛT (2.5), ω0, ωT (2.6) и T = 1 по
формулам (7.5), (7.6), девяти скалярным уравнениям из (7.13)–(7.15), при-
нимая во внимание (8.3)–(8.5), находятся 9 произвольных констант c1, . . . , c5,
c7, c8 и α1, α2 и определяются функции B(t), B1(t), Γ(t), Γ1(t);

2. Вычисляется кватернион Q по формуле (7.5);
3. Закон изменения угловой скорости КА по (7.1):

ω(t) = Q̃ ◦
(
i1Ḃ(t) sin Γ(t) + i2Ḃ(t) cos Γ(t) + i3Γ̇(t)

)
◦Q;

4. Закон изменения траектории углового движения КА по (7.2):

Λ(t) = Λ0 ◦ Q̃ ◦ exp{−i3Γ(0)/2} ◦ exp{i2(B(t)− B(0))/2} ◦ exp{i3Γ(t)/2} ◦Q;

5. Вектор углового ускорения КА строится по формуле (8.6):

ε = Q̃ ◦ (i1(u1 sin Γ + B1Γ1 cos Γ) + i2(u1 cos Γ− B1Γ1 sin Γ) + i3u2) ◦Q.

9. Числовые примеры

Сравниваются результаты численного решения исходной (классической)
задачи поиска оптимального углового ускорения КА и квазиоптимального
решения этой задачи по аналитическому алгоритму раздела 8 статьи. Ве-
личины α1, α2, c1, . . . , c5, c7, c8 в квазиоптимальном решении задачи при
развороте КА с граничными условиями (6.6), (6.7):

α1 = −0,0421, α2 = −0,2226, c1 = 3,2902, c2 = −1,4885, c3 = 2,2113,

c4 = −1,45, c5 = −0,4156, c6 = 0, c7 = −0,2221, c8 = −0,9216.

Результаты решений двух задач оказались близки. Значение функциона-
ла (3.1) исходной задачи в рассматриваемом примере составляет 0,4782. Зна-
чение (3.1), вычисленное на основе решения модифицированной задачи, со-
ставляет 0,4797. Таким образом, в рассматриваемом примере относительная
погрешность между значениями функционала (3.1) для классической и мо-
дифицированной задачи составляет 0,3%. На рис. 1, 2 приведены графики
изменения в зависимости от t проекций вектора угловой скорости КА ωi(t),
компонент кватерниона поворота КА Λi(t) и проекций вектора углового уско-
рения КА εi(t), i = 1, 2, 3, которые для двух задач достаточно похожи.

Также проводились численные решения задачи поиска оптимального по
энергии углового ускорения КА для случаев, когда начальное состояние КА
определялось соотношениями (6.6). Конечное положение КА задавалось по-
воротом КА из начального положения на некоторый угол вокруг эйлеровой
оси, единичный вектор которой определялся координатами

(0,04500, −0,07519, −0,99615) .(9.1)
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Рис. 1. Результаты решения классической задачи при произвольных гранич-
ных условиях.

В табл. 5 приводятся компоненты кватернионов конечного положения
твердого тела (КА) для поворотов на различные величины эйлерова угла ϕ
в градусах вокруг вектора (9.1).
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Рис. 2. Результаты решения модифицированной задачи при произвольных
граничных условиях.

В табл. 6 представлены значения функционала (3.1) в классической
и модифицированной задачах поиска оптимального углового ускорения
при переводе КА из начального состояния (6.6) в конечные состояния ΛT
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Таблица 5. Формирование кватернионов конечной ориентации КА

ϕ◦ λ0(T ) λ1(T ) λ2(T ) λ3(T )

30,0 0,84643 0,40650 −0,31853 0,12982

60,0 0,84013 0,48716 −0,21783 −0,09703

90,0 0,77657 0,53461 −0,10229 −0,31727

120,0 0,66009 0,54564 0,02023 −0,51589

150,0 0,49863 0,51948 0,14136 −0,67935

180,0 0,30318 0.45792 0,25286 −0,79652

по табл. 5 и при ωT = (0,0, 0,0, −0,59) с указанием разности между значе-
ниями этих функционалов ∆J = Jмодиф − Jклассич и процентного расхожде-
ния (∆J/Jклассич) · 100%.

Таблица 6. Величины функционалов и их расхождения

Функционалы
и расхождения

их величин
ϕ = 30,0◦ ϕ = 60,0◦ ϕ = 90,0◦ ϕ = 150,0◦ ϕ = 180,0◦

Jклассич 0,52385 4,63277 15,31437 56,39081 86,78094

Jмодиф 0,52510 4,63724 15,32882 56,52086 87,51533

∆J 0,00125 0,00447 0,01445 0,13005 0,73439

% 0,24 0,10 0,09 0,23 0,85

В табл. 7 приводятся такие же данные для случаев, когда конечная угловая
скорость КА определяется вектором ωT = (0, 0, 0, 0, 0, 0), т.е. при переводе
КА в состояние покоя.

Таблица 7. Величины функционалов и их расхождения

Функционалы
и расхождения

их величин
ϕ = 90,0◦ ϕ = 120,0◦ ϕ = 150,0◦ ϕ = 180,0◦

Jклассич 24,25074 45,17597 72,66431 106,71186

Jмодиф 24,28745 45,19513 72,77169 107,40843

∆J 0,03672 0,01916 0,10738 0,69657

% 0,15 0,04 0,15 0,65

Из других расчетов для различных краевых условий следует близость
решений классической и модифицированной задач поиска углового ускоре-
ния КА; это позволяет рассматривать решение модифицированной задачи
как квазиоптимальное по отношению к классической задаче поиска опти-
мального углового ускорения КА.
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10. Заключение

Аналитический квазиоптимальный алгоритм решения кинематической за-
дачи поиска программного оптимального по энергии углового ускорения КА
при произвольных краевых условиях достаточно теоретически обоснован и с
допустимой точностью решает оптимальную кинематическую задачу опреде-
ления углового ускорения КА. Предложенный алгоритм не требует численно-
го решения краевой задачи принципа максимума или иного сложного числен-
ного решения и являет собой готовые аналитические законы квазиоптималь-
ного программного управления и изменения программной траектории, кото-
рые могут быть установлены на борт КА. В связи с этим полученные резуль-
таты могут быть применены для КА нанокласса, имеющих ограничения на
вычислительные мощности. Кроме этого, на основе полученных результатов
с использованием принципа перенесения Котельникова–Штуди [13], позво-
ляющего распространить кватернионные формулы, описывающие управле-
ние угловым движением, на бикватернионные формулы, описывающие управ-
ление общим пространственным движением твердого тела, может быть по-
лучен аналитический квазиоптимальный по энергии алгоритм программного
управления пространственным движением (маневрированием) КА.
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Представлены результаты синтеза нестационарного закона управле-
ния перехватчиком при его наведении на высокоманевренную воздушную
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и цели. Приведены результаты моделирования, свидетельствующие о по-
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1. Введение

Необходимость эффективного решения задачи перехвата средств воздуш-
но-космического нападения (СВКН) определяется требованием защиты важ-
ных объектов обороняющейся стороны от их потенциального уничтожения.

С учетом тенденции постоянного совершенствования СВКН в направле-
нии увеличения их скоростных и маневренных характеристик [1–7] инерци-
онность средств перехвата может оказать существенную роль в снижении их
потенциально возможной эффективности при решении задачи наведения на
высокоманевренные высокоскоростные летательные аппараты (ВСЛА) [8].

В [8] рассмотрено два возможных варианта учета инерционности пере-
хватчика. Первый подход основан на формировании сигнала управления не
по текущим, а по прогнозным значениям координат состояния ВСЛА. Второй
подход базируется на трансформации входных воздействий, что позволяет за
счет использования в сигнале управления корректирующих поправок, учиты-
вающих высокие производные координат состояния, скомпенсировать инер-
ционность перехватчика. Однако предложенные подходы предопределяют
усложнение системы информационного обеспечения за счет необходимости
оценивания высоких производных угловой скорости линии визирования [8].
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Вышеизложенное определяет необходимость поиска альтернативных вари-
антов синтеза сигналов управления перехватчиком при решении задачи на-
ведения на ВСЛА. При этом предпочтительно, чтобы данный сигнал управ-
ления перехватчиком удовлетворял следующим требованиям [9]:

– учитывал несоответствия динамических свойств перехватчика и ВСЛА;

– был нестационарным, обеспечивая возможность перераспределения
приоритетов управления от устранения ошибок наведения по углу на на-
чальном этапе наведения к устранению ошибок по угловой скорости линии
визирования по мере приближения к ВСЛА.

Цель статьи – синтез нестационарного сигнала управления инерцион-
ным перехватчиком, обеспечивающего потенциальную возможность перехва-
та ВСЛА.

2. Постановка задачи и синтез сигнала управления

Синтез выполнен на основе локального варианта оптимизации статисти-
ческой теории оптимального управления. Этот аппарат позволяет в рамках
решения линейно-квадратично-гауссовской задачи для системы с заданной
частью [9]

ẋ(t) = F(t)x(t) +Bu(t) + ξ(t),(1)

в состав которой входит подсистема (воздушная цель)

ẋT(t) = FT(t)xT(t) + ξT(t),(2)

формирующая входные воздействия для подсистемы (перехватчика)

ẋy(t) = Fyxy(t) +Byu(t) + ξy(t),(3)

при наличии измерений

z(t) = Hx(t) + ξz(t),(4)

найти управление

u(t) = K−1BT
y [Q∆x̂(t)−Gŝy(t)] ,(5)

оптимальное по минимуму функционала

I =M



(xT (t)− xy(t))

TQ(xT (t)− xy(t)) + 2(xT (t)− xy(t))
TGsy(t) +

+ sTy (t)Qsy(t) +

t∫

0

uT (t)Ku(t) dt



 ,

(6)
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Рис. 1. Геометрия взаимного расположения перехватчика и цели.

где

x =
[
xT
T xT

y

]T
, F =

[
FT O1

O2 Fy,

]
, B =

[
O3By

]
, sy =

(
FT − Fy

)
xT ,

ξ =
[
ξTT ξTy

]T
, ∆x̂ = x̂T − x̂y,

(7)

xy и xT – n-мерные векторы состояния; Fy и FT – матрицы внутренних связей
процессов (2) и (3), характеризующие их динамичность; u – вектор управле-
ния; By – матрица эффективности сигналов управления; z – вектор измере-
ний; ξ – вектор шумов; ξT , ξy и ξz – векторы шумов состояния (2), (3) и изме-
рений (4); H – матрица связи z и x; Q и K – матрицы штрафов за точность
и экономичность функционирования; G – матрица взаимных связей ∆x и sy;
sy – вектор, характеризующий несоответствие динамических свойств систем
(процессов); t – текущее время; O1–O3 – нулевые матрицы соответствующих
размеров; M {•} – знак математического ожидания.

Для сокращения математических выкладок далее в представлениях
(1)–(7) опущена зависимость от времени.

Геометрия взаимного расположения перехватчика и цели приведена на
рис. 1, где представлено: OП и OЦ – положения перехватчика и цели; VЦ

и VП – векторы скорости цели и перехватчика; ϕП – угол визирования пе-
рехватчика (угол между вектором скорости перехватчика и горизонтальной
осью); ϕЦ – угол визирования ВСЛА (угол между линией визирования си-
стемы «перехватчик–цель» и горизонтальной осью).

Задача синтеза требуемого управления формулируется следующим обра-
зом.
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Пусть ВСЛА как цель определяется системой уравнений вида:

ϕ̇Ц = ωЦ, ϕЦ(0) = ϕЦ0,

ω̇Ц = −2Д̇

Д
ωЦ +

1

Д
(jЦ − jП) + ξЦ, ωЦ(0) = ωЦ0.

(8)

Необходимо для инерционного перехватчика, соответствующего модели:

ϕ̇П = ωП, ϕП(0) = ϕП0,

ω̇П = − 1

TП
ωП +

b

TП
jП + ξП, ωП(0) = ωП0,

(9)

при наличии измерений

ϕz = ϕЦ + ξz(10)

найти сигнал управления jП, минимизирующий функционал

I=M





[
ϕЦ − ϕП

ωЦ − ωП

]T


q11
Д

q12

q21
q22
Д



[
ϕЦ − ϕП

ωЦ − ωП

]
+

+ 2

[
ϕЦ − ϕП

ωЦ − ωП

]T [
g11 g12

g21 g22

]



0(
1

TП
− 2Д̇

Д

)
ωЦ


+

+




0(
1

TП
− 2Д̇

Д

)
ωЦ




T 

q11
Д

q12

q21
q22
Д







0(
1

TП
− 2Д̇

Д

)
ωЦ


+

t∫

0

j2Пkj dt




.

(11)

В (8)–(11) принято: ϕЦ и ϕП – соответственно углы визирования ВСЛА и
перехватчика в системе координат, связанной с центром массы перехватчи-
ка; ωЦ и ωП – соответственно скорости изменения углов визирования; ϕЦ0,
ϕП0 и ωЦ0, ωП0 – соответственно начальные значения углов визирования и их
скоростей; b и TП – коэффициент передачи и постоянная времени перехват-
чика; jЦ и jП – соответственно поперечные ускорения ВСЛА и перехватчика;
Д и Д̇ – соответственно дальность от перехватчика до ВСЛА и скорость
ее изменения; ξЦ и ξП – центрированные гауссовские возмущения траекто-
рий ВСЛА и перехватчика; q11

Д
, q12, q21,

q22
Д

– неотрицательные элементы
матрицы Q; g11, g12, g21, g22 – неотрицательные элементы матрицы G. При
этом следует отметить, что на практике нахождение элементов матриц Q,
G и K является наиболее сложной задачей, решение которой в большинстве
своем базируется на эмпирических способах. Наиболее известный способ ос-
нован на принципе равнопрочности. Смысл этого способа состоит в том, что
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произведения квадратов максимально допустимых ошибок на соответствую-
щие коэффициенты штрафов полагаются одинаковыми для всех координат.
Задаваясь максимально допустимыми ошибками (дисперсиями) и одним из
коэффициентов штрафов, можно предварительно оценить значения коэффи-
циентов штрафов по другим координатам. Далее полученные значения коэф-
фициентов уточняются на основе моделирования.

Спецификой нестационарной модели цели (8) является ее высокая универ-
сальность, обусловленная учетом влияния на угловые координаты дальности
и скорости сближения и возможность, манипулируя законами изменения jЦ,
реализовать манeвры практически любой сложности.

Кинематические модели (8) и (9) наряду с тем, что являются достаточ-
но простыми, позволяют описать геометрию взаимного расположения пере-
хватчика и ВСЛА и скорость ее (геометрии) изменения с достаточной для
решаемой задачи точностью [8].

Особенностью функционала (11) является то, что наряду с возможностью
учeта требований к точности и экономичности управления (первое и чет-
вертое слагаемые функционала), он позволяет учесть требование к сниже-
нию взаимного влияния ошибок управления и несоответствия динамических
свойств перехватчика и ВСЛА (второе слагаемое функционала), а также тре-
бование к компенсации несоответствия динамических свойств перехватчика и
ВСЛА (третье слагаемое). Кроме того, в первом и третьем слагаемых функ-
ционала (11) содержатся нестационарные коэффициенты матрицы штрафов
за точность управления q11

Д
, q22

Д
, введение которых позволяет получить неста-

ционарный сигнал управления даже при использовании упрощенной стацио-
нарной модели перехватчика (9) [9].

Поскольку модели (8) и (9) линейные, шумы гауссовские, а функцио-
нал (11) квадратичный, то на основании теоремы разделения и статисти-
ческой эквивалентности синтез сигналов управления будет выполняться на
основе детерминированных моделей (8) и (9) при условии ξЦ = 0, ξП = 0, а ко-
ординаты (8) и (9) заменены их оптимальными оценками.

Поставив в соответствие (8) с (2), (9) с (3), а (11) с (6) и (7), получим:

xT =

[
ϕ̂Ц

ω̂Ц

]
, xy =

[
ϕ̂П

ω̂П

]
, By =




0

b

TП


, u = ĵП,

Q =




q11
Д

q12

q21
q22
Д


, G =

[
g11 g12

g21 g22

]
, Fy =



0 1

0 − 1

TП


,

FT =



0 1

0 −2 ˆ̇Д

Д̂


, sy =




0
(

1

TП
− 2 ˆ̇Д

Д̂

)
ω̂Ц


, K = kj .

(12)
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Анализ sy позволяет прийти к заключению, что на больших расстояниях
(ω̂Ц → 0) несоответствие динамических свойств ВСЛА и перехватчика прак-
тически не оказывает никакого влияния, в то время как на малых расстоя-
ниях, характеризуемых возрастающим значением ω̂Ц, значимость sy увели-
чивается.

Подставив (12) в (5), получим

jП =
1

kj




0

b

TП




T 





q11

Д̂
q12

q21
q22

Д̂



[
ϕ̂Ц − ϕ̂П

ω̂Ц − ω̂П

]
−
[
g11 g12

g21 g22

]



0
(

1

TП
− 2 ˆ̇Д

Д̂

)
ω̂Ц





 =

=

[
0

b

kjTП

]




q11

Д̂
∆ϕ̂+ q12∆ω̂ − g12

(
1

TП
− 2 ˆ̇Д

Д̂

)
ω̂Ц

q21∆ϕ̂+
q22

Д̂
∆ω̂ − g22

(
1

TП
− 2 ˆ̇Д

Д̂

)
ω̂Ц



,

тогда

jП =
bq21
kjTП

∆ϕ̂+
bq22

kjTПД̂
∆ω̂ − bg22

kjTП

(
1

TП
− 2 ˆ̇Д

Д̂

)
ω̂Ц,

∆ϕ̂ = ϕ̂Ц − ϕ̂П; ∆ω̂ = ω̂Ц − ω̂П.

(13)

Анализ (13) позволяет заключить следующее:

1. Сигнал управления (13) всевысотный. Всевысотность определяется ис-
пользованием в качестве сигнала управления поперечного ускорения пере-
хватчика, а не угла отклонения рулей, эффективность которых определяется
различной плотностью воздуха на различных высотах.

2. Сигнал управления состоит из трех компонент, при этом первое слагае-
мое bq21

kjTП
∆ϕ̂ представляет собой разновидность прямого метода, сумма пер-

вого и второго слагаемых bq21
kjTП

∆ϕ̂+ bq22

kjTПД̂
∆ω̂ – метода последовательных

упреждений. На больших дальностях при ω̂Ц → 0, bq22

kjTПД̂
→ 0 наибольшую

значимость приобретает требование устранения ошибок по углу ∆ϕ. На ма-
лых дальностях наряду с возрастанием влияния второго слагаемого ввиду
возрастания bq22

kjTПД̂
при уменьшении Д возрастает значимость третьего сла-

гаемого по причине возрастающего значения ω̂Ц. Вышеизложенное опреде-
ляет нестационарность полученного сигнала управления. Наличие в третьем

слагаемом (13) множителя 1
TП

− 2Д̇
Д

, характеризующего несоответствие ди-
намических свойств перехватчика и ВСЛА, определяет удовлетворение тре-
бованию учета в сигнале управления данного несоответствия, которое возрас-
тает с уменьшением дальности, предопределяя возрастание влияния маневра
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цели. Учет несоответствия динамических свойств перехватчика и ВСЛА в
сигнале управления позволит данное несоответствие скомпенсировать за счет
формирования должного управляющего воздействия.

3. Для формирования требуемого сигнала управления (13) необходимо оце-
нивать дальность, скорость сближения, бортовой пеленг ВСЛА и угловую
скорость линии визирования, что не накладывает ограничений на его прак-
тическую реализацию.

4. Вес ошибок в сигнале управления (13) определяется не абсолютными
значениями коэффициентов штрафов, а их отношениями q21

kj
; q22

kj
; g22

kj
.

3. Исследование эффективности сигнала управления

Целью исследований является проверка потенциальной возможности осу-
ществлять перехват ВСЛА, совершающего сложный маневр со сменой знака
производной угловой скорости, используя инерционный перехватчик, управ-
ляемый по закону (13).

Исследования проводились при перехвате ВСЛА на встречно-пересекаю-
щихся курсах при условии, что скорость цели превышает скорость перехват-
чика, при наличии ограничения на величину сигнала управления и отсут-

ствии ошибок оценивания, т.е. Д̂ = Д , ˆ̇Д = Д̇ , ϕ̂Ц = ϕЦ, ϕ̂П = ϕП, ω̂Ц = ωЦ,
ω̂П = ωП. Данное допущение справедливо с учетом поставленной цели рабо-
ты, состоящей в получении сигнала управления, обеспечивающего потенци-
альный (без учета шумов и возмущений) перехват. При реализации данного
подхода по результатам моделирования могут быть получены предваритель-
ные оценки динамических ошибок системы наведения в виде величин теку-
щих и конечных промахов. Оценка флуктуационных ошибок, когда шумы
отличны от нуля, требует дополнительных исследований.

При этом для оценки возможности упрощения закона (13) при исследова-
нии проверялись три варианта закона наведения:

I – определяется соотношением (13);

II – определяется соотношением

ĵП =
bq21
kjTП

∆ϕ̂+
bq22

kjTПД̂
∆ω̂;(14)

III – определяется соотношением

ĵП =
bq21
kjTП

∆ϕ̂(15)

при различных значениях постоянной времени перехватчика TП.

В качестве показателя эффективности использовались величины текущего
и конечного промахов, а также значения боковых ускорений перехватчика,
реализуемых в процессе перехвата.
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Рис. 2. Траектории движения ВСЛА и перехватчика в процессе перехвата.
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Рис. 3. Траектории ВСЛА и перехватчика на конечном участке наведения.

На рис. 2–5 представлены результаты моделирования:

– рис. 2 иллюстрирует движение ВСЛА и перехватчика на всей траектории
перехвата в вертикальной плоскости;

– рис. 3 отображает траектории ВСЛА и перехватчика на конечном участ-
ке наведения;

– рис. 4 характеризует текущие h и конечные hк значения промахов, реа-
лизуемых при наведении в соответствии с j1, j2 и j3;

– рис. 5 характеризует значения реализуемых боковых ускорений.
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Рис. 4. Значения текущих и конечных промахов перехватчика при реализации
различных законов наведения.

Рис. 5. Значения боковых ускорений перехватчика при реализации различных
законов наведения.

На рис. 2 и 3 для вертикальной плоскости ХOY цифрами I, II и III обо-
значены траектории перехватчика при реализации соответственно j1, j2 и j3
для постоянной времени TП = 2, при этом b = 2; IV – траектория перехват-
чика при реализации j1 для постоянной времени 2TП; V – траектория ВСЛА,
осуществляющего маневрирование со сменой знака производных координат
состояния; точки «ВСЛА» и «П» – соответственно начальные позиции ВСЛА
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и перехватчика; точки А, 1, 2, 3, 4, 5 – текущие положения ВСЛА и пере-
хватчика в одинаковые моменты времени.

На рис. 4 представлено: кривые I–IV – соответственно текущие промахи h
при реализации j1, j2 и j3; hк – конечный промах; h0 – значение конечного про-
маха при реализации синтезированного закона управления j1 при постоянной
времени TП.

На рис. 5 представлены кривые I–IV, соответствующие текущим значе-
ниям боковых ускорений, возникающих в процессе перехвата.

Анализ результатов моделирования позволил заключить следующее:

1. Использование нестационарного закона управления j1 (13), учитываю-
щего несоответствие динамических свойств цели и перехватчика, позволяет
повысить точность наведения инерционного перехватчика. При этом попыт-
ка упростить закон управления, используя для расчета боковых ускорений
выражения (14) и (15), приводит к снижению точности наведения, характе-
ризуемой конечным промахом перехватчика hк, что показывает совместный
анализ кривых I–IV на рис. 4.

2. Учет нестационарности в законе наведения оказывает существенную
роль в эффективности наведения. Это подтверждается совместным анали-
зом кривых I–III на рис. 2. Анализ показывает, что при принятых начальных
условиях наведение в соответствии с нестационарными законами наведения
по траекториям I и II после преодоления перехватчиком первых 3 км (точка А
на рис. 2), что соответствует удалению до цели порядка 40 км, отделяется от
кривой III, являющейся результатом перехвата в соответствии со стационар-
ным законом наведения.

3. Дополнительный учет в j1 несоответствия динамических свойств пе-
рехватчика и цели оказывает влияние на конечном этапе перехвата. Когда
перехватчик преодолел отметку порядка 7 км, наблюдается разделение тра-
екторий I и II на рис. 3. Этой позиции перехватчика соответствует расстоя-
ние до цели порядка 25 км. Вышеизложенное определяет кардинальную роль
учета несоответствия динамических свойств перехватчика и цели в законе
наведения.

4. Текущие значения промахов имеют сходящуюся тенденцию для всех
законов управления j1–j3 перехватчиков, чему свидетельствует совместный
анализ кривых I–IV на рис. 4.

5. Увеличение инерционности перехватчика, характеризуемой постоянной
времени TП, в два раза снижает эффективность перехвата, чему свидетель-
ствует совместный анализ кривых I и IV на всех рисунках.

6. Отсутствуют какие-либо ограничения на практическую реализацию за-
кона управления (13). Это определяется тем, что, с одной стороны, для ин-
формационного обеспечения (13) могут быть задействованы существующие
измерители дальности, скорости и угловых координат, с другой – наведе-
ние выполняется в рамках реализуемых боковых ускорений (кривые I–IV на
рис. 5).
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4. Заключение

В работе на основе локального варианта оптимизации синтезирован неста-
ционарный закон управления инерционным перехватчиком при наведении его
на маневрирующую воздушную цель, учитывающий несоответствие динами-
ческих свойств перехватчика и цели.

Нестационарность закона управления и учет несоответствия динамиче-
ских свойств перехватчика и цели позволяют уменьшить величину конечного
промаха перехватчика. При этом нестационарность закона управления для
приведенных условий моделирования начинает оказывать влияние с расстоя-
ния до цели порядка 40 км, а учет несоответствия динамических свойств
перехватчика и цели с расстояния до цели порядка 25 км.

Нестационарность закона наведения обеспечена путем введения в функ-
ционал, лежащий в основе синтеза, нестационарных (зависящих от условия
применения) коэффициентов штрафов за точность управления. Учет несоот-
ветствия динамических свойств перехватчика и ВСЛА обеспечен посредством
использования различных математических моделей, описывающих данные
объекты, и введением в функционал матрицы измеряемых возмущений, ха-
рактеризующей несоответствие динамических свойств.

В результате проведенного исследования установлено, что синтезирован-
ный нестационарный закон управления перехватчиком, учитывающий несо-
ответствие динамических свойств перехватчика и цели, потенциально обес-
печивает перехват цели.
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ОПТИМАЛЬНЫЕ СТРАТЕГИИ СТРАХОВАНИЯ И ИНВЕСТИРОВАНИЯ
В МОДЕЛИ ИНДИВИДУАЛЬНОГО РИСКА С ФОНОВЫМИ РИСКАМИ1

Изучена одношаговая задача оптимального выбора страховщиком де-
лежа риска между ним и группой клиентов при одновременном выборе
портфеля инвестиций на рынке из n рисковых активов, имеющих случай-
ные доходности, и одного безрискового актива. Предполагается наличие
«фоновых рисков» (background risks), т.е. внешних случайных факторов,
влияющих на ущербы страхователей, и систематических рисков, влияю-
щих на доходности активов. Целевой функционал есть функционал типа
Марковица, т.е. зависящий лишь от первых двух моментов финального
капитала страховщика. Показано, что оптимальное страхование принад-
лежит классу stop-loss страхований. Найдены уравнения для определения
значений параметров в функции дележа риска и в оптимальном инвести-
ционном портфеле. Решен численный пример.

Ключевые слова: оптимальное страхование, оптимальное инвестирование,
функционал Марковица, фоновый риск.

DOI: 10.7868/S2413977726060046

1. Введение

Один из первых результатов [1] исследования моделей с фоновыми рис-
ками показал, что без предположения о наличии фоновых рисков возникает
расхождение между теоретическими и эмпирическими данными при реше-
нии различных задач финансовой математики. Позже появился целый ряд
работ по выбору инвестиционного портфеля, максимизирующего ожидаемую
полезность финального капитала при наличии фоновых рисков. В качестве
примера можно привести статью [2], где показано, что «несправедливый» (un-
fair) внешний риск (с отрицательным средним) увеличивает неприятие рис-
ка в функции полезности инвестора. Характерная черта таких постановок
задач – отсутствие зависимости между фоновыми рисками и доходностями
активов.

1 Исследование выполнено в рамках государственного задания, (проект FFNR-2024-
0003).
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Однако в [3] показано наличие существенной корреляции доходностей ак-
тивов и определенных фоновых рисков.2 Авторы [4] исследовали влияние
фонового риска на выбор портфеля и эффективную границу в рамках крите-
риев «среднее-дисперсия». В обзоре [5] описаны существующие результаты в
рамках подходов: «среднее-дисперсия» и ожидаемая полезность при наличии
аддитивных внешних рисков.

Страхование как инструмент уменьшения ущерба от фоновых рисков бы-
ло использовано в динамических моделях с непрерывным временем. В [6]
изучены решения по формированию портфеля из рисковых активов и управ-
лению потреблением при фоновом риске. С помощью метода динамического
программирования было найдено, что оптимальное страхование хеджирует
риски инвестирования и устанавливает баланс между ростом и волатильно-
стью потребления. В [7] была исследована задача выбора страхования, умень-
шающего ущерб от внешнего кусочно-постоянного процесса фонового риска;
найдена характеризация функции, двойственной к функции Беллмана, как
решения уравнения Гамильтона–Беллмана–Якоби. В близкой постановке ав-
торы [8] изучали с использованием метода динамического программирования
задачу выбора фирмой стратегии страхования от скачкообразного процесса
сбоев в продуктивности и от природных бедствий, но без возможности инве-
стирования.

В представленной статье исследуется одношаговая задача выбора страхов-
щиком оптимального страхования для группы страхователей (клиентов) –
так называемая модель индивидуального риска. При этом одновременно
страховщик выбирает инвестиционный портфель для рынка ценных бумаг
с имеющимся безрисковым активом. Максимизируемым функционалом яв-
ляется функционал типа Марковица [9], т.е. зависящий лишь от первых двух
моментов финального капитала, который складывается из капитала, полу-
ченного от страховой сделки, и капитала, заработанного на инвестициях.
Предполагается наличие фонового риска, влияющего на размер ущербов кли-
ентов, и фонового риска, влияющего на общую доходность инвестиций. По-
лученные результаты отличаются от предыдущих в нескольких отношениях.
Во-первых, вместо страхования только фоновых рисков здесь найдена оп-
тимальная функция дележа риска для группы клиентов. Во-вторых, иссле-
дована задача выбора как страхования, так и инвестиционного портфеля.
В-третьих, широко используемая в финансовой математике нормальная ап-
проксимация риска здесь не используется, и, таким образом, полученные ре-
зультаты являются в этом смысле «точными».

В разделе 2 описаны рынки страхования и инвестирования без фоновых
рисков и при наличии фоновых рисков. Сформулирована оптимизационная
задача с дисперсией в качестве меры риска. Раздел 3 посвящен нахождению

2 Применительно к портфельной теории термин «систематические риски активов» более
уместен, чем «фоновые риски». Но следуя сложившейся в большинстве статей практике,
ниже будем использовать прилагательное «фоновый» для страховых и систематических
инвестиционных рисков.
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ее решения, причем оптимальное страхование и оптимальный портфель нахо-
дятся как решения отдельных задач в силу особенностей целевого функцио-
нала. В разделе 4 дана формулировка аналогичной оптимизационной зада-
чи, но с использованием стандартного отклонения как меры риска. Получены
необходимые условия оптимальности. Разделы 5 и 6 содержат соответственно
численный пример и заключительные замечания.

2. Формулировка задачи

2.1. Описание рынков инвестирования и страхования

Сначала рассмотрим инвестиционный рынок из n+1 активов (см., напри-
мер, [10]), где вектор доходностей равен R̄ = (R0, . . . , Rn) и фоновый риск от-
сутствует. Пусть R0 = m0 почти наверное (п.н.), т.е. это безрисковый актив.
Отметим, что наличие такого актива позволяет не тратить весь начальный
капитал w > 0 на рисковые инвестиции, например, приm0 = 1 можно не инве-
стировать сумму wa0, а положить ее «в карман» (без учета инфляции). Обо-
значим через ā = (a0, . . . , an) ∈ Rn+1 инвестиционный портфель, где ai – доля
в процентах от начального капитала w > 0, вкладываемая в i-ый актив. Ти-
пичным бюджетным ограничением является

∑n
i=0 ai = 1. Это означает само-

финансирование инвестора-страховщика и его возможность «коротких про-
даж», т.е. заимствование одних активов по текущим ценам с целью вложить
деньги в другие с возмещением затем по ценам следующей котировки. Общая
доходность есть Xā = w

∑n
i=0 aiRi ≡ w(

∑n
i=1 ai(Ri −m0) +m0), где w > 0 –

начальный капитал. После подстановки a0 = 1−∑n
i=1 ai имеем среднюю об-

щую доходность и дисперсию

µ(a) = w

(
n∑

i=1

ai△mi +m0

)
, где △mi = mi −m0, mi = ERi, a ∈ Rn,

σ2(a) = w2aCaT,

где aT обозначает транспонированную вектор-строку a. Введем естественные
ограничения:

0 < m0 < min
i=1,...,n

mi,

ковариационная матрица рисковых доходностей C размерности n× n поло-
жительно определена.

Перейдем к описанию рынка страхования. Пусть группа из l клиентов
однородна, т.е. их ущербы X1, . . . ,Xl – независимые неотрицательные оди-
наково распределенные случайные величины (с.в.) с функцией распределе-
ния F1(x). Страховщик выбирает измеримую по Борелю функцию дележа
I(x) : 0 6 I(x) 6 x, x ∈ [0,∞), тогда доля ущерба i-го клиента, оплачиваемая
страховщиком, равна I(Xi). Начальный капитал страховщика w > 0; премия,
т.е. взнос от клиента, определяется (см., например, [11]) по известному прин-
ципу среднего значения d = (1 + α)E I(X1), где α > 0 – заданный коэффици-
ент нагрузки.
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2.2. Модель с фоновыми рисками

Теперь рассмотрим модель страхования и инвестирования с учетом фо-
новых рисков. Страховщик направляет свой начальный капитал w на ин-
вестиции,3 и его финальный капитал складывается из дохода от страхова-
ния S1 = l(1 + α)E I(X1 + Z) −∑l

1 I(Xj + Z) и дохода от инвестиций S2 =
= w(

∑n
1 ai(Ri−m0)+m0)+V. Здесь: Z – фоновый страховой риск такой, что

XZ
j

def
= Xj + Z > 0 п.н.; V− инвестиционный фоновый риск, 0 < σ2(V ) <∞.

Зам е ч а ни е 1. В этой постановке ущербы клиентов XZ
j , j = 1, . . . , l, ока-

зываются одинаково распределенными, но не являются независимыми, по-
скольку с.в. Z входит в выражение для каждого ущерба. Более того, Xj

и Z считаются, вообще говоря, зависимыми. Такая модель является нетипич-
ной для задач «классической» актуарной математики (см., например, [11]),
в которых предполагается независимость ущербов. Отметим, что одинаковые
распределения с.в. XZ

j , j = 1, . . . , l, предполагают одинаковые ковариации

cov(Xj , Z) для всех j = 1, . . . , l, поскольку σ2(Xj + Z) = σ2(Xj) + σ2(Z)+
+2cov(Xj , Z). Следовательно, cov(XZ

j ,X
Z
i ) = cov(XZ

1 ,X
Z
2 ) для всех j 6= i.

Фоновые риски Z и V , влияющие соответственно на ущербы страхователей
и общую доходность от инвестирования рисковых активов, рассматривают-
ся как независимые. Это условие представляется обоснованным, поскольку
здесь рынки страхования и инвестирования имеют разную природу и не свя-
заны между собой.

Исследуемая задача максимизации функционала Марковица имеет вид

J [I, a] ≡ E (S1 + S2)− βσ2(S1 + S2) → max
I,a

, 0 6 I(x) 6 x, a ∈ Rn.(1)

Здесь β > 0 имеет смысл коэффициента осторожности инвестора-страхов-
щика: чем больше β, тем осторожнее страховщик. Подставляя выражения
для S1 и S2, получаем

J [I, a] = lαE I(XZ
1 ) + w(a△mT +m0) + E V − β(lσ2[I(XZ

1 )] +

+ l(l − 1)cov(I(XZ
1 ), I(XZ

2 )) + w2aCaT + 2waQT + σ2(V )),(2)

где QT = cov(R,V ) – вектор-столбец с компонентами cov(Ri, V ), i = 1, . . . , n.

3. Основные результаты

Вернемся к задаче (1) и рассмотрим вспомогательную задачу

J [I, a] → max
I
, 0 6 I(x) 6 x,(3)

3 Здесь допускается возможность выплаты суммарного взноса ld частями вплоть до
окончания страхового периода, поэтому доступный для инвестирования капитал в начале
периода, т.е. в момент принятия решения на страхование и инвестирование, равен w.
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при фиксированном a ∈ Rn, выражение для J [I, a] приведено в (2). Следую-
щее утверждение дает необходимые условия оптимальности в (3), устанавли-
вая: вид оптимальной I∗(x) = x ∧ k∗ (stop loss страхование с так называемым

уровнем удержания страховщика k∗), где x ∧ y def
= min{x, y}, и уравнение для

нахождения параметра k∗.

У тв е ржд е ни е 1. Задача (3) имеет решение, I∗(x) = x ∧ k∗, где
0 < k∗ <∞ – единственный корень уравнения оптимальности

ξ(k) = 0, где ξ(k) = α− 2lβ


k −

k∫

0

(1− FZ
1 (x))dx


 .(4)

Дока з а т е л ь с т в о.

Л емма 1. Существует решение задачи (3).

Доказательство леммы приведено в Приложении.

Обозначим через Iρ(x) = ρI∗(x) + (1− ρ)I(x), где ρ ∈ [0, 1], функция I∗

есть решение (3) и I – произвольная функция дележа. Найдем производную
d
dρJ [Iρ, a]

∣∣∣
ρ=1

. Учтем, что

d

dρ
E Iρ(X

Z
1 )

∣∣∣∣
ρ=1

=

∞∫

0

(I∗(x)− I(x))dFZ
1 (x),

d

dρ
σ2(Iρ(X

Z
1 ))

∣∣∣∣
ρ=1

= 2

∞∫

0

(I∗(x)− E I∗(XZ
1 ))(I

∗(x)− I(x))dFZ
1 (x)

и

d

dρ
cov (Iρ(X

Z
1 ), Iρ(X

Z
2 )

∣∣∣∣
ρ=1

= 2

∞∫

0

∞∫

0

I∗(y)(I∗(x)− I(x))dG(x, y)−

− 2

∞∫

0

E I∗(XZ
1 )(I

∗(x)− I(x))dFZ
1 (x),

где FZ
1 (x) = P (XZ

1 6 x) и G(x, y) = P (XZ
1 6 x,XZ

2 6 y) – функции распреде-
ления, последняя очевидно симметрична по аргументам. Поскольку множе-
ство функций дележа выпукло, необходимое условие оптимальности I∗ в (3)
есть неравенство

d

dρ
J [Iρ, a]

∣∣∣∣
ρ=1

> 0

для любой функции дележа I. Принимая во внимание выражение (2), пере-
формулируем это условие: I∗ максимизирует интеграл

max
I

∞∫

0

∞∫

0

I(x)φ(x, y)dG(x, y),(5)
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где φ(x, y) = α− 2β[I∗(x)− E I∗(XZ
1 ) + (l − 1)(I∗(y)− E I∗(XZ

1 ))]. Согласно
лемме Неймана–Пирсона (см., например, [12]) функция дележа I∗ доставляет
максимум в (5) тогда и только тогда, когда

I∗(x) =

{
x, φ(x, y) > 0,
0, φ(x, y) < 0

(6)

с точностью до множества нулевой меры G. Рассмотрим (6) не для всех
(x, y) ∈ R2

+, а лишь на подмножестве {(x, y) : x = y, x > 0, y > 0}, причем ин-
теграл в (5) берется, как и прежде, по функции распределения G(x, y), при
этом

∫∞
0

∫∞
0 I(x)φ(x, x)dG(x, y) =

∫∞
0 I(x)φ(x, x)dFZ

1 (x). Тогда необходимое
условие выполнения (6) есть

I∗(x) =

{
x, ψ(x) > 0,
0, ψ(x) < 0

(7)

с точностью до множества нулевой меры FZ
1 .

Здесь ψ(x)
def
= φ(x, x) = α− 2lβ[I∗(x)− E I∗(XZ

1 )].(8)

Значение ψ(0) = α+ 2lβE I∗(XZ
1 ) > 0. При возрастании x от 0 функция

I∗(x) = x согласно (7), поэтому ψ(x) убывает (см. (8)) вплоть до точки x = k∗

касания оси абсцисс. При увеличении x от k∗ функция ψ(x) не может ни
убывать, ни возрастать. Действительно, при убывании ψ(x) от нуля получа-
ем противоречие с (7), поскольку I∗(x) = 0 для таких x. Предположим, что
ψ(x) возрастает от нуля, тогда (см. (7)) I∗(x) = x и ψ(x) должна убывать.
Таким образом, I∗(x) = x ∧ k∗, k∗ ∈ (0,∞). Получим уравнение для нахож-
дения k∗, для этого подставим в выражение (8) вместо I∗(x) переменную k и

EXZ
1 ∧ k =

∫ k
0 (1− FZ

1 (x))dx вместо E I∗(XZ
1 ). В результате получаем урав-

нение оптимальности (4) в утверждении 1.

Отметим, что найденное оптимальное stop loss страхование отлично от
франшизы (deductible), полученной в [13] для модели страхования от фоно-
вых рисков с непрерывным временем и случайным горизонтом.

Зам е ч а ни е 2. Обозначим через 0 < IS 6 ∞ максимально возможное
значение XZ

1 или, более точно, IS = sup suppFZ
1 – верхняя грань носителя

распределения FZ
1 . Случай, когда уровень удержания k∗ > IS, означает пол-

ное возмещение ущерба клиенту.

В завершение анализа (1) изучим задачу

max
a

J [I, a], a ∈ Rn(9)

при фиксированной функции дележа I(x). Целевая функция имеет вид

E S1 + w(a△mT +m0) + E V − β[σ2(S1) + w2aCaT + 2waQT + σ2(V )].
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Найдем градиент и приравняем его к нулю, J ′
a[I, a] = w△m− 2w2βaC −

−2wβQ = 0. Отсюда

a∗ = w−1

(△m
2β

−Q

)
C−1.(10)

В силу положительной определенности матрицы C функция J [I, a] строго
вогнута по a. Поэтому найденный вектор a∗ является единственным решени-
ем (9). Таким образом, доказано

У тв е ржд е ни е 2. Единственным решением задачи (9) является порт-
фель a∗, определенный в (10).

Учитывая, что доход от страхования S1 зависит только от I и доход от ин-
вестирования S2 зависит только от a, получаем из утверждений 1–2: опти-
мальными в задаче (1) максимизации функционала Марковица с фоновыми
рисками являются: stop loss страхование I∗(x) = x ∧ k∗, где k∗ определено
в (4), и портфель ā∗ = (a∗0, a

∗) ∈ Rn+1, в котором a∗0 = 1−∑n
i=1 a

∗
i .

4. Оптимальные страхование и инвестирование в модели
со стандартным отклонением доходности

Пусть в качестве меры риска в функционале Марковица используется не
дисперсия σ2(S1+S2), а стандартное отклонение σ(S1+S2) (его использование
в финансовых моделях см., например, в [10, 11]). Выражения для S1 = SI

1 и
S2 = Sa

2 приведены в разделе 2.2. Исследуемая задача:

J [I, a]≡ E (S1 + S2)− βσ(S1 + S2) → max
I,a

, 0 6 I(x) 6 x, a ∈ Rn.(11)

Преимущество такого подхода заключается в том, что оба слагаемых в (11)
имеют одинаковую размерность, например рубли. Детальное выражение для
целевого функционала имеет вид (см. (2))

J [I, a] = lαE I(XZ
1 ) + w(a△mT +m0) + E V−(12)

− β
√
lσ2[I(XZ

1 )] + l(l − 1)cov(I(XZ
1 ), I(XZ

2 )) + w2aCaT + 2waQT + σ2(V ).

Близкие по постановке задачи, но без фонового риска, были исследованы
в [14].

Изучим вспомогательную задачу

J [I, a] → max
I
, 0 6 I(x) 6 x.(13)

У тв е ржд е ни е 3. Задача (13) имеет решение I∗a(x) = x ∧ k∗a, где
0 < k∗a – минимальный корень уравнения

ξa(k) = 0, где ξa(k) = α− lβ[k − E Ik(XZ
1 )]/(σ

2(SIk
1 ) + σ2(Sa

2 ))
1/2(14)

с функцией дележа Ik(x) = x ∧ k.
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Дока з а т е л ь с т в о. Доказательство существования решения (13) до-
словно повторяет рассуждения в доказательстве леммы 1.

Как и ранее, обозначим: Iρ(x) = ρI∗(x) + (1− ρ)I(x), где ρ ∈ [0, 1] и I∗(x) =
= I∗a(x) максимизирует J [I, a]. Необходимое условие оптимальности I∗ в (13)

d

dρ
J [Iρ, a]

∣∣∣∣
ρ=1

> 0 для любой функции дележа I.

Это неравенство можно переписать, учитывая уже найденные выражения
для производных E Iρ(X

Z
1 ), σ

2(Iρ(X
Z
1 )) и cov (Iρ(X

Z
1 ), Iρ(X

Z
2 )) в точке ρ = 1

(см. доказательство утверждения 1): I∗(x) = I∗a(x) есть решение задачи мак-
симизации интеграла

max
I

∞∫

0

∞∫

0

I(x)φa(x, y)dG(x, y),

где φa(x, y) = α− β[I∗(x)− E I∗(XZ
1 ) + (l − 1)(I∗(y)− E I∗(XZ

1 ))]/(σ
2(SI∗

1 +
+ σ2(Sa

2 )))
1/2. Согласно лемме Неймана–Пирсона функция дележа I∗(x)

доставляет максимум тогда и только тогда, когда

I∗(x) =

{
x, φa(x, y) > 0,
0, φa(x, y) < 0

(15)

с точностью до множества нулевой меры G. Как и в доказательстве утвер-
ждения 1, рассмотрим (15) не для всех (x, y) ∈ R2

+, а лишь на подмноже-
стве {(x, y) : x = y, x > 0, y > 0}, тогда необходимое условие выполнения (15)
будет

I∗(x) =

{
x, ψa(x) > 0,
0, ψa(x) < 0

(16)

с точностью до множества нулевой меры FZ
1 . Здесь

ψa(x)
def
= φa(x, x) = α− lβ[I∗(x)− E I∗(XZ

1 )]/(σ
2(SI∗

1 ) + σ2(Sa
2 ))

1/2.(17)

Отметим, что знаменатель в (17) всегда положителен, так как σ2(Sa
2 ) > 0.

Значение ψa(0) > 0, и при увеличении x от 0 выполнено I∗(x) = x согласно
(16), поэтому ψa(x) убывает (см. (17)) вплоть до точки x = k∗a касания оси
абсцисс. При возрастании x от k∗a функция ψa(x) не убывает и не возрастает.
Действительно, при убывании ψa(x) от нуля получаем противоречие с (16),
поскольку I∗(x) = 0 для таких x. Предположим, что ψa(x) возрастает от нуля,
тогда (см. (16)) I∗(x) = x и ψa(x) должна убывать, а не возрастать. Таким
образом, I∗(x) = x ∧ k∗a, где k∗a > 0.

Получим уравнение для нахождения уровня удержания k∗a, для этого под-
ставим в (17) вместо I∗(x) переменную k, а в выражения для E I∗(XZ

1 ) и
σ2(SI∗

1 ) подставим вместо I∗(x) функцию Ik(x) = x∧ k. В результате получа-
ем уравнение оптимальности (14) в утверждении 3.
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Заметим, что не исключен случай, когда k∗a = ∞, т.е. (см. (14)) функ-
ция ξ(k) > 0 на [0,∞). Это означает, что страховщик погашает весь ущерб
клиента.

Изучим теперь задачу оптимального инвестирования при фиксированной
функции дележа риска I,

max
a
J [I, a], a ∈ Rn.(18)

У тв е ржд е ни е 4. Пусть a∗I есть решение задачи (18). Тогда этот век-
тор является корнем уравнения

△m− β[waC +Q]/
(
σ2(SI

1) +w2aCaT + 2waQT + σ2(V )
)1/2

= 0.(19)

Дока з а т е л ь с т в о. Целевая функция имеет вид

E SI
1 + w(a△mT +m0) + E V − β

√
σ2(SI

1) + w2aCaT + 2waQT + σ2(V ).

Найдем градиент по a и приравняем его к нулю:

J ′
a[I, a] = w△m−β(w2aC+wQ)/

(
σ2(SI

1) +w2aCaT + 2waQT + σ2(V )
)1/2

= 0.

Это уравнение очевидно эквивалентно (19). Если a∗I – решение (18), то, при-
нимая во внимание отсутствие ограничений на a, получаем, что a∗I удовле-
творяет (19).

Учитывая результаты, полученные в утверждениях 3–4, имеем следую-
щие условия оптимальности в исходной задаче J [I, a] → max, где максимум
берется по I, a.

У тв е ржд е ни е 5. Пусть (I∗∗, a∗∗) есть решение задачи (11). Тогда
I∗∗(x) = x ∧ k∗∗, где (k∗∗, a∗∗) является решением системы n+ 1 нелиней-
ных уравнений: (19), где вместо I(x) подставлена функция Ik(x) = x ∧ k,
и (14).

5. Примеры

Пример 1

Приведем иллюстративный численный пример решения задачи (1) с дис-
персией как мерой риска, который не претендует на практическую значи-
мость. Пусть численность группы клиентов страховщика l = 10, количество
рисковых активов n = 2, вектор средних доходностей E R̄ = (m0;m1;m2) =
= (1; 1,1; 1,15), вектор ковариаций доходностей рисковых активов и фонового
риска Q = (−0,3;−0,25) и матрица ковариаций

C =

(
0,3 0,2
0,2 0,4

)
.
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Рис. 1. Графики зависимостей компонент оптимального портфеля от β:
a∗
1

– сплошная линия, a∗
2

– пунктирная линия, вложение в безрисковый
актив a∗

0
= 1− a∗

1
− a∗

2
– штрихпунктирная линия.

0,5
0,2

0,3

0,4

0,5

0,6
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0,8

0,9

1,0

1,1

1,0 1,5 2,0

k
*

a

Рис. 2. График зависимости уровня k∗ от α.

Начальный капитал w = 1, функция распределения ущерба клиента с уче-
том фонового риска равна FZ

1 (x) = 1− p+ p(1− exp(−2x)), x > 0, где вероят-
ность страхового случая p = P (XZ

1 > 0) = 0,2. Коэффициент осторожности β
и коэффициент нагрузки α – варьируемые параметры. Найдем параметр k∗

в функции дележа I∗(x) = x ∧ k∗ и портфель вложений в рисковые акти-
вы a∗ = (a∗1; a

∗
2), применяя утверждения 1–2. Результаты численных расчетов

приведены на рис. 1 (при фиксированном α = 0,5) и рис. 2 (при фиксирован-
ном β = 0,1).
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Рис. 3. Графики зависимостей компонент оптимального портфеля от β:
a∗
1

– сплошная линия, a∗
2

– пунктирная линия, вложение в безрисковый
актив a∗

0
= 1− a∗

1
− a∗

2
– штрихпунктирная линия.
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Рис. 4. График зависимости уровня k∗ от β.

Из рис. 1 видно, что с ростом коэффициента осторожности β вложения в
рисковые активы a∗1(β) и a∗2(β) убывают, а функция a∗0(β) возрастает, оста-
ваясь отрицательной. Последнее означает, что инвестор заимствует средства
из безрискового актива, но эта сумма убывает с увеличением β.
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Рисунок 2 показывает, что уровень k∗ в stop loss страховании I∗(x) =
= x ∧ k∗ возрастает с увеличением коэффициента нагрузки α – при возраста-
нии стоимости полиса страховщик увеличивает долю покрытия риска клиен-
та. Функция k∗(α) близка к линейной, что объясняется малостью нелинейной
части в уравнении (4), определяющем k∗.

Пример 2

В отличие от предыдущего примера, приведем численный пример реше-
ния задачи (11) со стандартным отклонением как мерой риска, используя
утверждение 5. Входные параметры те же, что и в примере 1, но здесь прихо-
дится учитывать и дисперсию инвестиционного фонового риска σ2(V ) = 1,2,
входящую под знак квадратного корня. Коэффициент нагрузки фиксирован
α = 0,5, а коэффициент осторожности β ∈ [0,3; 0,7] – варьируемый параметр.
Численные результаты приведены на рис. 3 и рис. 4.

Как и на рис. 1, инвестор заимствует средства из безрискового актива,
и эта сумма убывает вместе с вложениями в рисковые активы при увеличе-
нии β. Здесь имеет место более высокая сумма заимствования, как и суммы
вложений в рисковые активы, что объясняется относительно медленным воз-
растанием стандартного отклонения по сравнению с другой мерой риска –
дисперсией финального капитала.

Согласно рис. 4 при возрастании коэффициента осторожности β уровень
собственного удержания страховщика k∗ падает, т.е. страховщик не соглаша-
ется брать на себя большие риски.

6. Заключение

В данной статье исследована одношаговая задача выбора страховщиком-
инвестором оптимального страхования, т.е. функции дележа риска, для груп-
пы клиентов и оптимального инвестиционного портфеля при наличии адди-
тивных фоновых рисков. Рассмотрены два типа максимизируемых функцио-
налов Марковица: с дисперсией и стандартным отклонением в качестве меры
риска. В первом случае найдены явные выражения для функции дележа и
портфеля, во втором случае найдены необходимые условия оптимальности в
виде системы нелинейных уравнений. Решены численные примеры, показыва-
ющие применение полученных теоретических результатов. Представляются
перспективными следующие направления исследований по этой тематике: ис-
пользование в качестве начального инвестиционного капитала не только на-
чального капитала страховщика, но также и полученных от клиентов страхо-
вых премий; применение иных целевых функционалов, например ожидаемой
полезности финального капитала; изучение оптимизационной многошаговой
задачи с аддитивными и мультипликативными фоновыми рисками.
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ПРИЛОЖЕНИЕ

Дока з а т е л ь с т в о л еммы 1. Пусть {Im} – максимизирующая после-
довательность дележей риска в задаче (3), т.е.

J [Im, a] → J∗ = sup
I
J [I, a].

Применяя теорему Хэлли к последовательности случайных векторов
{Im(XZ

1 ), Im(XZ
2 )} (см. выражение в (2) для J [I, a]), получаем, что суще-

ствует подпоследовательность {Is(XZ
1 ), Is(X

Z
2 )}, слабо сходящаяся к некото-

рому пределу (ξ, η). Для доказательства того, что ξ и η есть собственные
случайные величины, т.е. P (ξ <∞) = 1 и P (η <∞) = 1, достаточно заме-
тить, что в силу определения функций дележа выполняется Im(XZ

i ) 6 XZ
i

п.н., i = 1, 2. Поскольку XZ
1 и XZ

2 одинаково распределены и измеримы отно-
сительно борелевской сигма-алгебры, то предел может быть представлен как
(ξ, η) = (I∗(XZ

1 ), I
∗(XZ

2 )) для некоторой измеримой функции I∗(x), причем
0 6 I∗(x) 6 x.

Равенство J∗ = J [I∗, a] теперь следует из слабой сходимости
{Is(XZ

1 ), Is(X
Z
2 )} к {I∗(XZ

1 ), I
∗(XZ

2 )} и непрерывности целевого функ-
ционала в (2) по E I(XZ

1 ), E I
2(XZ

1 ) и cov(I(XZ
1 ), I(XZ

2 )).
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ПРОГНОЗИРОВАНИЕ ЭПИДЕМИЙ ОСТРЫХ РЕСПИРАТОРНЫХ
ИНФЕКЦИЙ С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ СИГНАЛОВ РАННЕГО

ПРЕДУПРЕЖДЕНИЯ И МОДЕЛЕЙ МАШИННОГО ОБУЧЕНИЯ1

Прогнозирование критических переходов в динамике заболеваемости
эпидемическими инфекциями – важнейшая задача эпидемического надзо-
ра, влияющая на эффективность работы системы здравоохранения. Рас-
сматривается использование методов детекции аномалий во временных
рядах заболеваемости на основе искусственного интеллекта и сигналов
раннего предупреждения (СРП) для предсказания моментов перехода от
сезонных инфекций к эпидемическим вспышкам. Рассматриваются два
основных подхода: метод на основе классификации, определяющий бли-
зость к критическому переходу, и метод на основе регрессии для про-
гнозирования будущей динамики инфекции. Различные модели машин-
ного обучения, включая ансамблевые методы (Easy Ensemble, RUSBoost,
Balanced Bagging), архитектуры глубокого обучения (Early Warning Signal
Network (EWSNet), LSTM, GRU), применяются к данным двух типов: за-
болеваемости гриппом с маркировкой временных отрезков, соответствую-
щих эпидемическим периодам согласно экспертным критериям, и заболе-
ваемости COVID-19 без маркировки. Результаты показывают, что Easy
Ensemble и EWSNet обеспечивают наилучший баланс между значения-
ми метрик precision и recall. Рекуррентные нейронные сети эффективно
моделируют динамику средних значений, но прогнозирование дисперсии
показателей остается сложной задачей. Приведенные в статье результа-
ты демонстрируют потенциал сочетания классических методов СРП с
машинным обучением для улучшения прогнозирования эпидемий и под-
держки принятия решений в здравоохранении.

Ключевые слова: прогнозирование эпидемий, сигналы раннего преду-
преждения, машинное обучение, анализ временных рядов, критические
переходы.
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1. Введение

Задача раннего обнаружения и прогнозирования критических явлений в
сложных системах является актуальной проблемой для многих научных об-
ластей [1], в том числе для эпидемиологии [2]. Ее можно также рассмат-
ривать как частный случай более общей темы распознавания совокупности
сигналов из заданного ансамбля [3] – например, в контексте появления цир-
кулирующих штаммов респираторных инфекций нового типа, которые мало-
отличимы от сезонных ОРВИ в общей собираемой статистике эпиднадзора.
В силу важности проблематики для детектирования критических явлений и
моментов смены состояний в сложных системах наряду с более общими мето-
дами разрабатываются специальные статистические методы и индикаторы.
В частности, близость к точке перехода между состояниями (критической
точке) можно определить расчетом так называемых сигналов раннего преду-
преждения (СРП, в англоязычной литературе – Early Warning Signals, EWS).
К настоящему моменту разработано большое количество вариантов СРП, на-
пример спектральные СРП (основанные на расчете спектра временного ряда)
или СРП, основанные на явлении критического замедления [4]. К последним
относятся, например, методы, детектирующие увеличение дисперсии, авто-
корреляционной функции, перекоса (skew) и т.д. В контексте эпидемических
процессов, на которые делается акцент в данной работе, существует доста-
точно много исследований, посвященных анализу использования СРП как на
синтетических, так и на реальных данных [5].

Целью настоящего исследования является сравнительный анализ методов
раннего детектирования вспышек заболеваемости, связанных с пандемиче-
скими ОРВИ, на данных заболеваемости ОРВИ, включая сезонный грипп
и COVID-19. Важной задачей является сравнение специализированных СРП
на основе явления критического замедления (critical slowing down) с более
общими статистическими подходами и оценка их эффективности для задач
управления и контроля эпидпроцессов. Рассмотрены два варианта решения
задачи прогнозирования критических явлений на основе СРП: на данных
с обозначенным эпидемическим порогом и без него. В данных, содержащих
уровень эпидемического порога, возможна постановка задачи бинарной клас-
сификации: критическая точка перехода либо «близка», либо нет (близость
выбирается исходя из требований эпиднадзора – например, один месяц до
критической точки). В противном случае, когда маркировка эпидпорогов от-
сутствует (как в случае рассмотрения COVID-19, где с момента появления
заболевания прошло недостаточно времени, чтобы оценить многолетний ба-
зовый уровень), задачу детектирования эпидвспышек предлагается решать
сведением к задаче прогнозирования динамики выбранных СРП (предсказа-
ние абсолютных показателей индикаторов) с оценкой времени до критиче-
ской точки на основе прогнозной заболеваемости. Такой метод можно счи-
тать частным случаем использования предсказательных статистических ме-
тодов многолетней заболеваемости (см., например, [6]), которые наряду с SIR-
моделями являются одними из самых популярных видов прогностических
моделей в эпидемиологии.
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2. История проблемы и современные подходы

Прогнозирование эпидемий с использованием методов машинного обуче-
ния в настоящее время активно развивается, следуя общим тенденциям раз-
вития технологий машинного обучения и искусственного интеллекта. Это
обусловлено тем, что традиционные методы моделирования (SIR, SEIR и т.д.)
часто недостаточно гибки для учета нелинейных факторов и мало подходят
для анализа заболеваемости на ранних стадиях пандемии вирусов нового ти-
па [2]. Как подчеркивается в [7], классические алгоритмы машинного обу-
чения (в частности, Random Forest, Support vector machine) демонстрируют
высокую эффективность в задачах раннего обнаружения вспышек эпидемий.
Кроме того, во многих публикуемых исследованиях (см., например, [8]), от-
носящихся к теме прогнозирования заболеваний, демонстрируется эффектив-
ное применение рекуррентных сетей. В то же время в научных группах не
пропадает интерес к направлению, относящемуся к теории сложных систем
и фокусирующемуся на использовании сигналов раннего предупреждения –
задаваемых как статистическими индикаторами, так и объясняющими мо-
делями (например, индекс риска, зависящий от действующих мер социаль-
ного дистанцирования в популяции [28]). В табл. 1 приведен список работ,
использующих различные подходы прогнозирования эпидемий на базе СРП.
В некоторых из указанных исследований применяется гибридный подход к
прогнозированию, т.е. совместное использование методов машинного обуче-
ния и СРП. Несмотря на значительный прогресс в области прогнозирова-
ния эпидемий с использованием СРП, наблюдается недостаток исследований
со сравнительным анализом эффективности методов машинного обучения

Таблица 1. Список аналогичных работ

2025
Zhao et al. [9]

2024
Bizzotto et al.
[10]

2025
Gao et al. [11]

2024
Drake et al.
[12]

2021
O’Brien [13]

Контекст 31 болезнь,
134 региона

COVID-19,
Италия

COVID-19,
Сингапур,
Канада,
ГонКонг

SARS-CoV-2,
UK

COVID-19,
24 страны

Метод Critical-
slowing-down
resilience
indicators +
time-to-event
analysis

Nowcasting
reproduction
number
method (Re)

Feature-based
time-series
classification
(ML)

Phylogenetic
logistic growth
rate (LGR)
analysis

Sequential
EWS
assessment
using GAMs

Наиболее
результа-
тивные
СРП

Дисперсия,
АКФ

Nowcasted Re Дисперсия,
АКФ, коэф-
фициент
асимметрии

Maximum
LGR of domi-
nant clusters

Конкатенация
дисперсии,
АКФ, коэф-
фициента
асимметрии

Горизонт
прогнози-
рования

18–21 дней 6–23 дней 14 дней 6–7 дней 10–14 дней
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в комбинации с СРП. Для восполнения данного пробела в текущем иссле-
довании рассматривается применение гибридного подхода с использованием
разных моделей и двух вариантов постановки задачи (классификация и ре-
грессия).

3. Данные

В настоящем исследовании было использовано два массива входных дан-
ных. Первый массив был получен из базы данных НИИ гриппа и содержит
недельную заболеваемость ОРВИ в г. Санкт-Петербурге за период с января
1990 г. по октябрь 2020 г. включительно. Помимо абсолютного числа случаев
заболевших, массив содержит расчетную численность населения города на
рассматриваемый период с шагом в один год, что позволяет пересчитать за-

Рис. 1. Временной ряд с отмеченными эпидемиями.

Рис. 2. Временной ряд без отмеченных эпидемий.
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болеваемость в относительные показатели, а также индикатор превышения
сезонного эпидпорога по методике расчета НИИ гриппа, что позволяет раз-
личать отрезки данных, соответствующие официально объявленной эпидеми-
ческой ситуации. Общий вид временного ряда представлен на рис. 1. Исходя
из наличия меток в данных, разделяющих заболеваемость на эпидемическую
и неэпидемическую (сезонные простуды, не связанные с эпидемией), целесо-
образно решить задачу классификации на основе СРП.

Второй временной ряд был получен с использованием открытых данных
по заболеваемости COVID-19 в Санкт-Петербурге за период с марта 2020 по
март 2024 г. [14]. Общий вид временного ряда показан на рис. 2. Данные забо-
леваемости собирались ежедневно. Дать определение «эпидемической вспыш-
ке» в контексте COVID-19 сложнее, чем в случае сезонного и пандемического
гриппа, в силу отсутствия четко выраженной сезонности для коронавирус-
ной инфекции. В настоящем исследовании полагаем вспышками выделяемые
в данных продолжительные подъемы заболеваемости с последующим спа-
дом (эпидемические волны), связанные с появлением новых коронавирусных
штаммов.

4. Теоретические сведения

Для работы с эпидемическими временными рядами среди всевозможных
СРП были выбраны индикаторы с наилучшими показателями эффективно-
сти в данной предметной области. Исходя из данных в приведенной выше
табл. 1, а также из источника [15] наиболее распространенным горизонтом
прогнозирования является около 1–2 недель, а наиболее подходящими харак-
теристиками для определения близости к критической точке оказались дис-
персия и среднее значение, которые демонстрировали устойчивое повышение
при приближении к моменту эпидемического старта. Примеры расчетов зна-
чений СРП в двух случаях (вблизи и вдали от точки старта эпидемии гриппа)
для временного ряда заболеваемости ОРВИ показаны на рис. 3. Как видно по
графикам, в данном примере наиболее информативным показателем можно
считать дисперсию с окном, равным 30: значение показателя в первом случае
монотонно возрастает (признак эффекта критического замедления, которое
может служить индикацией скорого фазового перехода [4]), а во втором – мо-
нотонно убывает (эффекта нет), что соответствует корректному поведению
СРП. Дисперсии с окнами 15 и 20 не демонстрируют аналогичное поведе-
ние, что говорит о чувствительности показателя дисперсии к выбору окна
и, следовательно, о необходимости эмпирического подбора параметра окна
перед применением в практике эпиднадзора. В настоящей работе для задачи
классификации было решено оценить сравнительную эффективность в роли
СРП дисперсии и коэффициента асимметрии, а в задачах регрессии – про-
гнозировать дисперсию и среднее значение заболеваемости для предсказания
с их помощью эпидемических подъемов. В качестве горизонта принятия ре-
шения выбраны увеличенные по сравнению с работами из обзора временные
диапазоны – 4 и 5 недель для классификации, 14 и 28 дней для регрессии.
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В следующем разделе описаны методы, на основе которых решались за-
дачи классификации и регрессии. Для расчета СРП использовался пакет
ewstools [16] языка программирования Python.

4.1. Классификационный подход

Для решения поставленной задачи был выполнен ряд шагов по предобра-
ботке данных для обучения и тестирования моделей. Во-первых, временной
ряд был разбит на сегменты без эпидемий, во-вторых, установлен временной
интервал t до момента наступления эпидвспышки, который определяет срок
прогноза о приближении эпидемии. Далее была сформирована выборка для
обучения.

Предобработка данных происходила следующим образом. Временной ряд
с численностью случаев заболеваемости задается в виде вектора X = {xk},
k = 1, |X| и дополняется временным рядом бинарных меток Y:

Y =

{
1, эпидемия,
0, нет эпидемии.

(1)

Выделяются все сегменты без эпидемии:

X ′ = {Xi| ∀j ∈ [0, |Xi| − 1] Y j = 0}, i = 0,M − 1, где Xi – подмноже-
ство X, M – число сегментов без эпидемии.

Далее полученные сегменты преобразовываются по правилу скользящего
окна:

X
′′

=




X
(0)
0

X
(1)
0

X
(1)
0

X
(2)
0

· · · X
(w−1)
0

X
(w)
0

...
. . .

...
XN−w

M−1 XN−w+1
M−1 · · · XN−1

M−1



,(2)

где N = |XM−1|, w – размер окна. В настоящем исследовании предполагалось
w = 30.

Важным вопросом является определение порогового значения t, при до-
стижении которого модель должна сообщать о приближающейся эпидемии.
Согласно постановке задачи исследования со стороны специалистов эпидеми-
ческого надзора, оповещение желательно получать не позже чем за месяц до
эпидемического старта, что соответствует t = 4 или t = 5. Поскольку данные
во временном ряду по заболеваемости сезонным ОРВИ даются с шагом в од-
ну неделю, t = 4 и t = 5 соответствуют интервалам времени в 28 и 35 дней.
Был задан следующий бинарный массив, характеризующий близость данной
точки временного ряда к эпидемическому старту:

Y ′
l =

{
1, if El − Il 6 t
0, otherwise,

(3)

где l = 0,K, K – число строк в матрице X ′′, Il – индекс последнего элемен-
та l-го временного ряда в X ′′, El – первый индекс значения заболеваемо-
сти ближайшей эпидемии (El ∈ [0, |X|]), соответствующей рассматриваемому
временному ряду.

70



Далее для каждой строки в полученной матрице необходимо рассчитать
СРП с определенными значениями окна wews. В данной работе было решено
рассчитать дисперсию при wews = {15, 20, 30} и коэффициент асимметрии
при wews = 20. Затем необходимо объединить рассчитанные значения СРП и
составить итоговую матрицу:

X
′′′

=




S
(0)
0 S

(1)
0

· · · V ′(0)
0 V ′

0
(1) · · · V

′′

0
(0)

· · · V
′′′

0
(29)

...
. . .

...

S
(0)
M−1 S

(1)
M−1

· · · V ′
M−1

(0)
V ′
M−1

(1) . . . V
′′

M−1

(0) · · · V
′′′

M−1

(29)


 ,(4)

где S
(j)
i – значение из массива коэффициентов асимметрии с индексом j,

соответствующее временному ряду i; V ′(j)
i – значение из массива дисперсий

с wews = 15 и индексом j, соответствующее временному ряду i; V ′′(j)
i , V ′′′(j)

i –
также значения дисперсий, но с wews = 20 и wews = 30 соответственно.

Таким образом, получаем итоговый массив данных:

Dc =
{
X

′′′

i , Y
′
i

}
, i = 1,K.(5)

Полученный набор данных необходимо разделить на обучающую, вали-
дационную и тестовую выборки. В данной работе было принято решение
разделить их в пропорции 70, 10 и 20 соответственно. Элементы выборок
не должны смешиваться, поскольку работаем с упорядоченными данными
временных рядов. Следует отметить, что полученный набор данных несба-
лансирован, поскольку выборок из класса 0 больше, чем из класса 1 для
всех значений t. Так как в данной задаче гораздо важнее минимизировать
количество ложноотрицательных результатов (неверных предположений об
отсутствии угрозы эпидемии), то в связи с этим играет первостепенную роль
метрика полноты (recall):

Recall =
TP

TP + FN
,(6)

где TP – доля истинно положительных результатов, FN – доля ложноотри-
цательных результатов. Необходимо поддерживать адекватное значение точ-
ности, т.е. выше 0,5, чтобы убедиться, что модели не классифицируются слу-
чайным образом:

Accuracy =
TP + TN

TP + TN + FN + FP
,(7)

где FP – доля ложноотрицательных результатов, TN – доля истинно от-
рицательных результатов. Также важно измерять баланс между FN и FP ,
поэтому следует использовать, например, оценку F1:

F1 = 2
Precision ·Recall
Precision +Recall

.(8)
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Площадь под PR-кривой (PR-AUC) также может быть полезной метрикой
для оценки моделей, поскольку она не зависит от количества истинно отри-
цательных результатов. Кроме того, она суммирует эффективность модели в
диапазоне пороговых значений, поэтому может быть более информативной,
чем оценка F1.

Для классификации использовались следующие модели: EWSNet, Easy
Ensemble [19], RUSBoost [20], Balanced bagging classifier [21], Decision Tree и
Random Forest [22]. При наличии большого количества данных для обучения
использование глубоких нейронных сетей с конволюционными и рекуррент-
ными слоями оказывается очень эффективным для классификации предстоя-
щих критических точек перехода [17, 18]. Поэтому в контексте эпидемических
временных рядов на фоне более универсальных методов было решено также
протестировать более специализированный метод EWSNet [18]. Эта модель
представляет собой комбинацию двух независимо работающих сетей: сети с
долговременной и кратковременной памятью (LSTM) и полностью сверточ-
ные сети (FCNN). Авторы обучили EWSNet на большом синтетическом на-
боре данных, состоящем из динамики показателей нескольких динамических
систем. Модель демонстрирует хорошую точность на эмпирических тестовых
данных, но не лишена проблемы частых ложных срабатываний. Точность
модели на тестовых данных из упомянутой статьи составила около 75%. Ее
главное преимущество по сравнению с классическими моделями машинного
обучения – инвариантность к длине входящих временных рядов. Результа-
ты сравнения эффективности указанных методов приведены в следующем
разделе.

4.2. Регрессионный подход

Для постановки задачи предсказания эпидемического подъема заболевае-
мости COVID-19 по немаркированным данным временной ряд доли положи-
тельных тестов на COVID-19 был представлен как массив X= {xk} , k=1, |X|.
В данном случае было решено разделить временной ряд в соотношении 70%
на обучающий набор, 10% на валидационный (проверочный) набор и 20% на
тестовый набор.

Пусть T = ⌈0,7 · |X|⌉ и V = ⌈0,1 · |X|⌉, тогда:

Xtrain = {xk} , k = 1, T ,(9)

Xval = {xk} , k = T + 1, T + V ,(10)

Xtest = X \ (Xtrain ∪Xval) .(11)

Можно вычислить множество СРП, т.е. дополнительных временных ря-
дов, в скользящем окне wews = 14. Таким образом, каждая точка xk мно-
жества X сопоставляется точке ekX временного ряда СРП EX , вычисляемого
внутри отрезка [xk−wews

, xk−1]. Тогда задача моделирования формулируется

как вычисление {eT+V +1
X , eT+V+2

X , . . . }. В этой задаче было решено ограни-
читься рядом средних значений EXmean и рядом дисперсий EXvar .
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Для обучения моделей полученные ряды необходимо преобразовать в мат-
рицы с использованием некоторого скользящего окна m. Этот параметр мож-
но определить, оценив метрики на проверочной выборке. Информация о мет-
риках приведена ниже.

Для оценки качества моделирования будем использовать пять метрик. Это
MSE, RMSE, MAE, NRMSE, NMAE, R2:

MSE =
1

|Xtest|

|Xtest|∑

k=1

(
eT+V+k
X − xT+V+k

)2
,(12)

RMSE =
√
MSE,(13)

MAE =
1

|Xtest|

|Xtest|∑

k=1

|eT+V+k
X − xT+V+k|,(14)

NRMSE =
RMSE

max(Xtest) −min(Xtest)
,(15)

NMAE =
MAE

max(Xtest) −min(Xtest)
,(16)

R2 = 1−
∑

k

(
xT+V+k − eT+V+k

X

)2
∑

k (xT+V+k −mean(Xtest))
.(17)

В качестве функции потерь в моделях был выбран показатель MSE, при
этом также производился расчет MAE, так как данный показатель лучше
подходит для интерпретации величины отклонения с точки зрения предмет-
ной области. RMSE – более строгая метрика, поскольку она более чувстви-
тельна к выбросам, чем MAE. Поскольку в исследовании анализировались
ряды с разными масштабами (среднее и дисперсия), было решено использо-
вать нормализованные метрики, такие как NRMSE иNMAE, поскольку они
инвариантны к изменению масштаба. Для определения величины линейной
корреляции между истинными и прогнозируемыми значениями применялся
коэффициент детерминации R2.

Во многих работах авторы применяют резервуарные вычисления для вы-
полнения краткосрочного прогноза [23–25]. Прогноз является краткосроч-
ным, поскольку авторы обучают модели только на сегментах, где нет кри-
тических переходов. В противном случае моделирование динамики некор-
ректно. Так, например, в [30] авторы попытались использовать рекуррент-
ные нейронные сети для прогнозирования критических переходов в эколо-
гических системах. Для обучения сетей использовались «сырые» временные
ряды, т.е. без использования СРП, и не всем моделям удалось сформировать
корректную оценку. Однако в нашем случае имеется информация о некото-
рых произошедших критических переходах, которая может быть использо-
вана для моделирования долгосрочного прогноза. Поэтому было решено ис-
пользовать сеть LSTM, а также GRU, которая является упрощенной версией
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LSTM (в ячейке этой сети на один элемент меньше). Стоит отметить, что
LSTM-сети считаются наиболее устойчивыми и точными для прогнозирова-
ния хаотических динамических систем [31]. В экспериментах использовались
LSTM- и GRU-сети со 128 ячейками, выбранная ширина скользящего окна m
равна 20, т.е. 20 дней (или 20 входных нейронов). Во всех случаях было ре-
шено задать 100 эпох и использовать оптимизатор ADAM.

5. Результаты экспериментов

5.1. Результаты классификации

В табл. 2 и 3 представлены результаты вычисления метрик на тестовом
множестве на основе оптимальных гиперпараметров для значений порога
t = 4 и t = 5 соответственно. Аналогичным образом были рассчитаны мат-
рицы ошибок (рис. 4).

Таблица 2. Результаты вычисления метрик для временного горизонта в четыре
недели (t = 4)

Классификатор Accuracy Recall F1 score PR-AUC

Decision Tree 0,79 0,55 0,65 0,75

Easy Ensemble 0,72 0,93 0,70 0,87

RUSBoost 0,70 0,89 0,67 0,78

Balanced Bagging 0,80 0,89 0,76 0,84

EWSNet 0,71 0,96 0,7 0,86

Random Forest 0,77 0,89 0,73 0,85

Таблица 3. Результаты вычисления метрик для временного горизонта в пять
недель (t = 5)

Classifier Accuracy Recall F1 score PR-AUC

Decision Tree 0,85 0,78 0,82 0,89

Easy Ensemble 0,78 0,89 0,78 0,92

RUSBoost 0,75 0,90 0,73 0,90

Balanced Bagging 0,77 0,81 0,75 0,86

EWSNet 0,80 0,86 0,80 0,88

Random Forest 0,77 0,81 0,75 0,90

По результатам экспериментов можно сделать следующие выводы:

• В случае решающих деревьев (Decision Trees) показатель accuracy меня-
ется от средних до высоких значений (около 0,75–0,85), однако recall и F1
score сильно варьируют в зависимости от порогового значения. Данный
метод показывает неудовлетворительные значения recall при низких поро-
говых значениях времени (t = 4). Более низкий PR-AUC по сравнению с
другими ансамблевыми методами предполагает более слабую эффектив-
ность ранжирования положительных образцов.
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Рис. 4. Матрицы ошибок при t = 4 (два верхних ряда) и при t = 5 (два нижних
ряда).

• Easy Ensemble стабильно демонстрирует хорошие результаты при разных
пороговых значениях полноты, PR-AUC и оценки F1. Методология адап-
тивного бустинга в сочетании с сэмплированием эффективно справляется
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с дисбалансом. Высокие значения показателя полноты указывают на чет-
кую идентификацию классов с малыми характеризующими выборками,
но иногда за счет несколько более низкой точности (что отражается в не
самом высоком значении F1).

• RUSBoost обеспечивает сбалансированные результаты с хорошими значе-
ниями recall и PR-AUC. Платой за простоту и надежность метода в усло-
виях несбалансированных классов является немного более низкая accuracy
при низких пороговых значениях (t = 4) по сравнению с Easy Ensemble.

• Метод Balanced Bagging можно считать надежным инструментом класси-
фикации со средними показателями recall, PR-AUC и F1 score. Исполь-
зование методов оверсэмплинга, таких как SMOTE, при t = 4 улучшает
обнаружение классов с малыми выборками.

• Специализированный метод EWSNet демонстрирует высокие значения re-
call, но немного уступает по accuracy и показателю F1 score. Надежно ра-
ботает при t = 4, достигая максимального в эксперименте значения recall
в 0,965, но снижение точности ограничивает его конкурентоспособность по
показателю F1 score.

• Случайный лес (Random Forest) демонстрирует стабильные результаты
при меньшей структурной сложности и сложности использования по срав-
нению с конкурентами (минимальное количество признаков и деревьев).
При этом значение показателя PR-AUC, как правило, отстает от ансам-
блевых методов, таких как Easy Ensemble и RUSBoost.

5.2. Регрессионный подход

Вычисленные метрики на тестовом множестве по заболеваемости
COVID-19 (второй временной ряд) для различных горизонтов прогнозиро-
вания (14 и 28 дней) представлены в табл. 4 и табл. 5 для сетей GRU и LSTM
соответственно. Графическое представление прогнозов приведено на рис. 5.

Таблица 4. Результаты для GRU

14 дней 28 дней

Среднее Дисперсия Среднее Дисперсия

NMAE 0,038 0,058 0,074 0,077

NRMSE 0,057 0,125 0,113 0,139

R2 0,960 0,697 0,838 0,494

Таблица 5. Результаты для LSTM

14 дней 28 дней

Среднее Дисперсия Среднее Дисперсия

NMAE 0,032 0,063 0,054 0,077

NRMSE 0,055 0,131 0,094 0,123

R2 0,961 0,652 0,899 0,578
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Рис. 5. Результаты предсказания среднего и дисперсии для временного ряда
заболеваемости COVID-19.

Как видно из табл. 4 и 5, результаты LSTM лучше, чем у модели GRU,
однако разница между ними невелика, что позволяет применять оба подхода.
Среднее значение прогнозируется лучше, чем дисперсия. Как и ожидалось,
результаты для длинного горизонта прогнозирования (28 дней) хуже, но их
по-прежнему можно считать удовлетворительными в случае предсказания
средних значений.

6. Заключение

В статье рассматриваются методы прогнозирования критических перехо-
дов в эпидемических временных рядах с использованием сигналов раннего
предупреждения и методов машинного обучения. Выделены два основных
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подхода: бинарная классификация для определения близости к критическим
точкам перехода и предсказательное моделирование среднего и дисперсии
показателей заболеваемости. При внедрении описанных методов в системы
эпиднадзора предсказательное моделирование предполагается использовать
на ранних стадиях циркуляции пандемических штаммов вирусов нового типа.
Когда сезонность изучаемой инфекции не установлена и сложно различать
отдельные эпидемические волны, очередной подъем заболеваемости может
выводиться непосредственно из интервальных прогнозных оценок, получен-
ных через предсказанные значения среднего и дисперсии числа новых слу-
чаев инфекции. После перехода нового заболевания в сезонное, с выражен-
ными периодами эпидемических подъемов и спадов, становится возможной
оценка пороговой заболеваемости, выделяющая эпидемические волны, и, как
следствие, соответствующая маркировка сегментов временных рядов на ос-
нове ретроспективных данных. В этом случае предполагается переход к более
простым в использовании алгоритмам обнаружения эпидвспышек на основе
постановки задачи классификации.

Согласно результатам экспериментов для решения задачи классификации
наиболее эффективными моделями являются Easy Ensemble и EWSNet. Мет-
рики эффективности для этих методов изменяются незначительно при всех
рассмотренных пороговых значениях, демонстрируя высокое значение пока-
зателя recall и удовлетворительное значение точности (precision). Для реше-
ния задач прогноза заболеваемости рекуррентные нейронные сети, включая
архитектуры LSTM и GRU, эффективно моделировали динамику среднего
значения, но испытывали трудности с предсказанием дисперсии. Дисперсия,
будучи по своей природе менее гладкой и более чувствительной к флуктуа-
циям, представляла собой более сложную задачу для этих моделей. Значения
метрик NRMSE и R2 указывают на удовлетворительные предсказательные
способности для динамики среднего значения, при этом LSTM немного пре-
восходит GRU.

Данное исследование демонстрирует жизнеспособность сочетания расче-
та СРП и использования методов машинного обучения для прогнозирова-
ния критических переходов в эпидемических системах. Полученные резуль-
таты могут быть использованы не только для здравоохранения, но и для
других областей, где понимание и прогнозирование критических явлений
имеет большое значение. Продолжение представленной работы предполага-
ется в направлении расширения тестовых наборов данных и изучения усо-
вершенствованных архитектур для повышения надежности и применимости
упомянутых методов в других сценариях. В качестве перспективных под-
ходов, могущих улучшить качество раннего детектирования эпидемических
вспышек, планируется рассмотреть комбинированные многофакторные под-
ходы машинного обучения, в том числе на основе мультимодальных данных.
В частности, модели могут учитывать температурные показатели и влаж-
ность [29], число запросов пользователей в поисковых системах, связанных с
заболеваемостью [26], а также данные ретроспективной заболеваемости, до-
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полненные данными обращений в телемедицинские сервисы с кашлем и по-
сещение отделений неотложной помощи с бронхиолитом [27]. Несмотря на то
что внедрение таких подходов в эпиднадзор РФ лимитировано ограничен-
ной доступностью и низким качеством подобных данных, подобные модели
могут быть уже сейчас реализованы и протестированы на синтетических дан-
ных для будущего их использования по мере улучшения сбора и открытия
доступа к новым массивам данных по демографическим и эпидемическим
показателям.
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ИГРЫ НА СЕТЯХ С ЛИНЕЙНЫМ НАИЛУЧШИМ ОТВЕТОМ:
МОДЕЛИ И МЕТОДЫ УПРАВЛЕНИЯ

Системам связанных агентов и сетевому управлению посвящено боль-
шое число отечественных и зарубежных исследований. Исторически, наи-
больший интерес в теории управления возникал к усредняющим системам
и, в частности, к задаче консенсуса. Однако сетевое взаимодействие мо-
жет характеризоваться более специфическими функциями, отражающи-
ми зависимость от действий соседей по сети, что особенно явно проявля-
ется в моделях стратегического взаимодействия на сети, которое являет-
ся предметом теории игр. В данной работе проводится обзор теоретико-
игровых моделей сетевого взаимодействия из класса игр с линейным наи-
лучшим ответом. Представлено формальное описание моделей, рассмат-
риваются постановки задач управления в данном классе игр. Особое вни-
мание уделено связи с моделями консенсуса и известными для них за-
дачами управления, которые могут быть сформулированы в терминах
стратегического взаимодействия агентов. Несмотря на общую схожесть
с известными в теории управления моделями линейных систем, данный
класс игр позволяет отразить качественные аспекты стратегического вза-
имодействия связанных агентов и подчеркнуть роль структурных харак-
теристик.

Ключевые слова: сетевые эффекты, игры на сетях, линейные системы,
сетевое управление.

DOI: 10.7868/S2413977726060066

1. Введение

Научный интерес к вопросам управления сетевым взаимодействием аген-
тов разной природы начал возникать в середине XX в. с появлением кон-
цепции сетей. Сети были призваны описывать системы взаимодействующих
агентов, при этом – в отличие от графа как математического объекта, строго
формализующего характер связи – не конкретизируя механизмы взаимодей-
ствия. В работах исследователей в области социологии [1, 2], экономики [3, 4]
и права [5, 6] сетевой характер взаимодействия подразумевает наличие фор-
мальных и неформальных связей между агентами, которые не всегда воз-
можно описать математически, но которые приводят к взаимозависимости
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в процессах принятия решений, распространения (например, информации,
активности, заболеваний) и др.

Спецификой многих социальных систем является наличие индивидуаль-
ных стимулов участников взаимодействия, что нашло отражение в возник-
новении – в примерно то же время – теории игр как инструмента описания
конфликтных ситуаций. С конца XX в. эти два подхода – сетевой и теоретико-
игровой – начали использоваться совместно. Игры, в которых агенты связа-
ны между собой сетевой структурой (или сетевая структура является ре-
зультатом их взаимодействия), используют результаты теории графов и се-
тевого анализа для определения влияния структуры сети на стратегическое
поведение.

Одновременно с этим развивались и формальные методы анализа и управ-
ления сетевыми системами. В теории автоматического управления и ее при-
ложениях огромную популярность среди исследователей получили так на-
зываемые усредняющие системы и модели консенсуса [7–11], в особенности,
классическая модель ДеГроота [12], в которой изучается динамика форми-
рования мнений в сетевой структуре. При этом математические методы опи-
сания систем агентов, взаимодействующих стратегически, обладают специ-
фическими особенностями, а результат взаимодействия зачастую отличен от
консенсуса. Решения, принимаемые агентами под влиянием взаимодействия с
другими, порождают неэффективность, что делает актуальными разработку
и исследование различных методов управления.

С начала 2000-х гг. было предложено несколько подходов к управлению,
основанных на сетевых характеристиках агентов в социально-экономических
системах. Особую популярность обрели подходы к управлению взаимодей-
ствием агентов в экономике: модели конкуренции и сотрудничества ком-
паний, межбанковское взаимодействие, модели потребления общественных
благ. Возник ряд теоретико-игровых моделей, тесно связанных с экономет-
рическими моделями идентификации влияния окружения агента на его по-
ведение, в которых исследователи моделируют взаимосвязь между выбором
агента и выбором его соседей. Наибольший интерес исследователей вызва-
ли игры, в которых наилучший ответ игрока зависит от действий его со-
седей линейно; возникли формальные постановки задач управления в та-
ких моделях. Именно этим моделям и методам управления в них посвящен
данный обзор.

1.1. Терминология

Отправной точкой в математических моделях взаимосвязи действий аген-
тов между собой является концепция «эндогенных социальных эффектов»
(англ. endogenous social effects)1 [13]. В зависимости от контекста в работах
по социологии и социальной психологии в качестве примеров употребляются

1 Для многих терминов в литературе на русском языке не возникло устоявшихся пере-
водов – в этом случае термины взяты в кавычки.
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«влияние окружения» (англ. peer influences), социальные нормы (англ. social
norms), «эффект соседей» (англ. neighborhood effects), «социальное взаимо-
действие» (англ. social interactions), «стадное поведение» (англ. herd behav-
ior), конформность (англ. conformity) и др. Иными словами, агенты (люди,
организации и др.) под влиянием взаимодействия друг с другом начинают
учиться, подражать или имитировать поведение своего окружения.

В исследованиях в области микроэкономики и эконометрики влияние та-
кого взаимодействия на индивидуальное поведение принято называть «эф-
фектами окружения» (англ. peer effects)2 [16]. Эффекты окружения опре-
деляются как корреляция действий среди представителей одной референт-
ной группы. Для идентификации таких эффектов была предложена модель
Linear-in-Means (LIM) [13], изучающая влияние социальных взаимодействий
на поведение и результаты индивидов в группе. Модель используется для
анализа того, как поведение или характеристики группы (в исходной поста-
новке – средние значения) влияют на поведение отдельного еe члена.

Исторически под группами понимали части одной популяции (например,
жители одной общины, одноклассники, коллеги, компании, конкурирующие
на одном рынке), что в эконометрических моделях эффектов окружения от-
ражалось в объясняющей переменной, характеризующей поведение одной из
непересекающихся групп. С появлением и развитием концепции сетей возник-
ла возможность учитывать индивидуальные связи между людьми – «сетевые
эффекты»3, что позволило уточнить существующие модели, а также разре-
шить ряд технических проблем их идентификации [16]. Вопросы идентифи-
кации таких моделей рассмотрены в [13, 16, 22, 23], в обзорах [24, 25], по-
священных результатам эконометрических исследований, а также в [26, 27],
посвященных идентификации эффектов окружения в полевых и лаборатор-
ных экспериментах.

Игры с линейным наилучшим ответом можно рассматривать как генера-
тивные модели эффектов окружения/сетевых эффектов: если в центре вни-
мания авторов эконометрических моделей находится задача идентификации
этих эффектов и выявления причинно-следственных связей на основе ре-
альных данных, то игры на сетях предоставляют теоретическую основу для
объяснения того, как формируются эффекты окружения, моделируя страте-

2 Несмотря на обилие прикладных исследований (например, [14, 15]), в литературе
встречаются разрозненные варианты перевода, такие как «эффекты сообучения/сверст-
ников», реже – «эффекты окружения/среды».

3 В работе [17], посвященной теории отраслевых рынков, авторы предложили исполь-
зовать термин «сетевые эффекты» к рынкам с возрастающей отдачей от масштаба (см.,
например, [18]), а термин «сетевые экстерналии» – к рынкам, на которых действия агентов
порождают неэффективные равновесия. Некоторые из приведенных ниже моделей дей-
ствительно отражают взаимодействие фирм на рынках [19, 20], тем не менее в понима-
нии [17] термины не всегда уместны. Принимая это во внимание, ниже термин «сетевые
эффекты» будет применяться и как синоним «peer effects», и в более широком смысле: к си-
туациям зависимости действий одного участника от действий тех, с кем он связан сетью,
как, например, в [21].
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гическое поведение агентов. В теоретико-игровых моделях фокус внимания
направлен на роль структуры взаимодействия: как структура влияет на рав-
новесие в игре; к чему, с точки зрения агрегированных характеристик, при-
водят локальные эффекты взаимодействия узлов; какие узлы и связи играют
ключевую роль. А интерес к линейным моделям главным образом мотивиро-
ван ключевой ролью сети в анализе влияния узлов друг на друга, равновесия
и задач управления.

1.2. Сетевые интервенции

За последние десятилетия было получено множество результатов в рамках
изучения структуры реальных сетей, механизмов их формирования и того,
как сети влияют на поведение их участников. Появились примеры использо-
вания структуры сетей для разработки экономической политики [28]; предло-
жены инструменты для оценки эффектов воздействия (англ. treatment) для
случаев взаимосвязанных индивидов [29].

В исследованиях сетевых моделей стратегического взаимодействия авторы
изучают, каким образом следует учитывать информацию о сети при решении
задач управления в таких моделях.

Сетевые эффекты являются примерами «внешних эффектов» или «экс-
терналий» (англ. externalities) – ситуации, в которой благополучие челове-
ка зависит от действий других людей без взаимно согласованной компенса-
ции [30]. В этом ключе можно сказать, что игры с линейным наилучшим
ответом описывают влияние линейных внешних эффектов в действиях игро-
ков, связанных с их окружением. С точки зрения теоретико-игровых моделей
взаимодействия это означает, что равновесие при наличии экстерналий неэф-
фективно (см. раздел 2.1).

В экономической науке внешние эффекты всегда рассматривались как ис-
точник неэффективности, а классическим способом использования или про-
тиводействия внешним эффектам является прямое вмешательство в эконо-
мический процесс (или экономический интервенционизм). Аналогично, воз-
никло понятие «сетевых интервенций» или «сетевого вмешательства» (англ.
network interventions) – процесс использования данных сетей социального
взаимодействия для изменения результатов деятельности участников сети4.
В англоязычной литературе термин «сетевые интервенции» обрел особую по-
пулярность после публикации статьи [31] с одноименным названием, в ко-
торой формулировался скорее в контексте социологических исследований.
Существуют различные стратегии сетевых интервенций, и интерес представ-
ляет оценка применимости и эффективности этих методов. Как будет по-
казано ниже, в рассмотренных теоретико-игровых моделях равновесие все-
гда неэффективно, что мотивирует исследователей к разработке методов
управления.

4 Сетевые интервенции можно рассматривать в качестве аналога термина «сетевое
управление», используемого для технических систем.
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В методах статистического причинно-следственного вывода (англ. causal
inference) оценка среднего эффекта воздействия (англ. average treatment ef-
fect) традиционно предполагает независимость влияния воздействия на раз-
ных индивидов [32]. В условиях сетевого взаимодействия агенты могут вли-
ять друг на друга, нарушая это предположение. В практических ситуациях
исходы взаимодействия акторов зависят от поведения их соседей в сети, на-
личие взаимосвязей влияет на средний эффект воздействия, что принято
описывать термином «сетевая интерференция» (англ. network interference):
при наличии эффектов сетевого взаимодействия средний эффект для под-
вергшихся воздействию и общий эффект расходятся, а игнорирование этих
факторов занижает итоговую оценку воздействия [29].

1.3. Приложения

Существует множество примеров количественной оценки влияния группо-
вого поведения на индивидуальные результаты. Всюду далее решение, прини-
маемое агентом i, будет обозначаться переменной xi. В большинстве случаев
под xi понимается усилие или действие агента (англ. effort или action), кото-
рые он совершает в интересующем исследователей процессе. Стандартными
примерами в литературе служат следующие:

• образовательные процессы – наверное, наиболее популярная область при-
ложений [14, 15, 33, 34]. В качестве переменной xi могут использовать-
ся средний балл студента или результаты социологических опросов. Если
эконометрические модели изучают, как успеваемость студентов зависит
от их окружения, то теоретико-игровая постановка формализует страте-
гический характер усилий: например, студенты выбирают затрачиваемое
на обучение время или участие в дополнительных активностях, при этом
учитывая выбор своих одноклассников и друзей.

• социальные нормы и девиантное поведение – существует множество си-
туаций, в которых неэтичное поведение распространяется в социальных
сетях. Например, некоторые корпоративные культуры поощряют слабые
этические нормы [35], а наличие неэтичных одногруппников в академи-
ческом контексте повышает соблазн студентов к мошенничеству [36, 37].
В этом случае модели теоретико-игрового взаимодействия позволяют ис-
следовать, какую роль социальные нормы играют в выборе усилий отдель-
ных участников и их позицию в структуре сети. В этом случае в качестве
переменной xi используют индикаторную функцию, характеризующую со-
вершение определенного действия;

• сети преступников (англ. crime networks) [38] – исторически первый
пример5, послуживший основой для модели «линейно-квадратичной
игры» [39] (см. раздел 2.2.3) и задачи выявления ключевого игрока (см.

5 https://lens.monash.edu/2019/08/06/1375976/network-science-identifying-key-players-in-
collective-dynamics
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раздел 3.2), xi – профиль преступника (англ. crime effort profile). Экономет-
рические модели оценивают, как связи между агентами влияют на прояв-
ление девиантного поведения [40]. Игры на сетях показывают, как эффек-
ты стратегической дополнительности (или заменимости, см. раздел 2.1)
усилий взаимодействующих агентов распространяются через сеть.

• конкуренция и сотрудничество фирм [19]. В данном случае xi – объем
выпуска (нормированный объем продаж). Авторы исследуют влияние кол-
лаборации в рамках научно-исследовательских и опытно-конструкторских
разработок (НИОКР, англ. Research and development, R&D). В общем слу-
чае исследователей интересует вопрос о роли межфирменных отношений в
экономическом развитии: влиянии экзогенного расширения деловых сетей
на производительность фирм и о механизмах, лежащих в их основе [41].

Основная критика эконометрических моделей идентификации сетевых эф-
фектов связана с проблемой эндогенности [13, 23], а именно корреляции меж-
ду признаками агентов и их действиями, а также между окружением и ошиб-
кой модели. Для борьбы с эндогенностью предложены различные методы,
такие как двухшаговый метод наименьших квадратов с использованием ин-
струментальных переменных, модели нелинейной регрессии и др. (см. обзо-
ры [24, 25]).

Целью данной статьи является обзор моделей и методов управления, кото-
рые были предложены для случая линейной зависимости функции наилучше-
го ответа игроков от действий соседей в рамках теоретико-игрового взаимо-
действия на сети. Работа состоит из следующих разделов: во введении кратко
описана история развития сетевых моделей стратегического взаимодействия
и задач управления, отмечена значительная роль моделей идентификации
сетевых эффектов (эффектов окружения); в разделе 2 описаны игры с ли-
нейным наилучшим ответом – классификация игр, инструменты их анализа,
а также примеры игр и задачи управления, решаемые в сравнительной ста-
тике. В разделе 3 приводится описание задачи центра, стремящегося изме-
нить равновесный исход игры: классификация методов управления, примеры
задач, а также описание решения ряда задач управления сетевым взаимодей-
ствием агентов, взаимодействующих стратегически. В заключении указаны
примеры из актуальных направлений дальнейших исследований.

2. Игры с линейным наилучшим ответом

2.1. Выигрыш игроков и линейный наилучший ответ

Рассмотрим некооперативную одношаговую игру на сети с полной инфор-
мацией. Множество агентов N = {1, . . . , n} на сети, заданной симметричной
матрицей смежности G = {gij} ∈ {0, 1}n×n, gii = 0, взаимодействуют страте-
гически: пытаются получить наибольшую выгоду, учитывая действия дру-
гих игроков. Каждый участник i выбирает некоторое неотрицательное дей-
ствие xi и получает выигрыш vi от принятого решения. Функция выигрыша vi
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(или функция платежа/полезности, англ. payoff/utility function)

(1) vi(x) = f(xi, z(x−i, G))

включает в себя зависимость от собственного действия xi игрока i, а имен-
но – выгоды и издержки, которые он получает от выбранного действия, и
зависимость от сетевых эффектов – действий других игроков x−i = {xj}j 6=i –
которая представлена в виде функции окружения игрока z(x−i, G), учиты-
вающей структуру сети (подробнее о характере этой зависимости ниже).
Помимо этих двух компонент, в модель могут входить так называемые чи-
стые экстерналии (англ. pure externalities) – зависимость выигрыша аген-
та от других, экзогенных параметров, которые не связаны с действиями
игроков.

Агенты максимизируют собственный выигрыш, для чего каждому агенту i
необходимо наилучшим образом отвечать на действия других агентов x−i:

(2) BRi(x−i, G) = Argmax
xi>0

vi(xi, z(x−i, G)).

Функция BRi(x−i) носит название функции наилучших ответов игроков
(англ. best response/reply function): она не зависит от действий самого иг-
рока i и является его оптимальным ответом на действия других участников.
Исход x∗ = {x∗i }i∈N называется равновесием Нэша в чистых стратегиях в та-
кой игре, если для всех i

(3) x∗i = BRi(x
∗
−i, G).

Каждый агент подвержен влиянию прямых (англ. direct) и косвенных (англ.
indirect) сетевых эффектов. Прямой эффект на агента i оказывают его соседи
по сети (вершины, смежные с вершиной i). Косвенные эффекты возникают
в силу сетевого характера взаимодействия: на агента оказывают опосредо-
ванное влияние соседи его соседей, соседи соседей его соседа и т.д. Анало-
гичные рассуждения справедливы и для влияния связей в сети на действия
агентов: прямой эффект от ребра графа G получают вершины, соединенные
этим ребром, а косвенный – другие вершины, связанные с исходной парой
вершин.

Ключевым аспектом игры является характер зависимости игрока i от дей-
ствий его соседей по сети: в играх с линейным наилучшим ответом функция
наилучшего ответа линейно зависит от его окружения zi(x−i, G), и тогда рав-
новесие в такой игре – это решение системы линейных алгебраических урав-
нений, являющихся наилучшими ответами игроков при условии x > 0. В дан-
ный момент распространена следующая классификация функций окружения
игрока:

• локальное агрегирование (англ. local aggregate):

z(x−i, G) = β

n∑

j=1

gijxj,
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при котором выигрыш каждого игрока зависит от суммы действий его
соседей по сети;

• локальное усреднение (англ. local average):

z(x−i, G) = β

n∑

j=1

gij
di
xj,

где di – степень узла i; выигрыш каждого игрока зависит от среднего
действий его соседей по сети.

Параметр β ∈ R оказывает мультипликативный эффект и характеризует си-
лу сетевого взаимодействия (или «социальный мультипликатор» [42]). При
отсутствии сетевой компоненты (т.е. при gij = 1 для всех i,j) оба класса
сводятся к играм с аддитивным агрегированием, см. [43, 44], в которых на
каждого агента влияет одна и та же совокупность стратегий других аген-
тов, в то время как в играх на сетях эта совокупность зависит от агента
и сети.

Различие между классами состоит в том, как агент i учитывает (или на-
блюдает) активность своих соседей по сети. В отличие от локального агре-
гирования, при котором изменение действия агента j напрямую влияет на
агента i, в случае усреднения агент i ориентируется на среднюю характери-
стику своего окружения вне зависимости от того, каким высоким или низким
является вклад агента j. Иными словами, модели локального агрегирования
призваны описывать так называемые «эффекты перетока» (англ. spillover ef-
fect) – распространения вклада одних участников на других, в то время как
модели локального усреднения отражают поведенческие аспекты, связанные
с ролью окружения в выборе агента. Как показано в [45, 46], модели локально-
го агрегирования и усреднения6 различны как с точки зрения свойств функ-
ции выигрыша, так и в сравнительной статике и решениях задач управления.
В частности, различна и роль параметра β: в играх локального агрегирования
увеличение силы сетевого взаимодействия монотонно увеличивает предель-
ный выигрыш игроков, в то время как в модели локального усреднения это
не так (см. раздел 2.2.2).

Другим основанием классификации, предложенным в [48] (в том числе и
для не сетевых моделей), является знак перед функцией окружения, в зави-
симости от которого теоретико-игровые модели получают различную интер-
претацию:

• модели с эффектом «стратегической дополнительности» (англ. strategic
complementarity, [49]) и, соответственно, положительный сетевой эффект,
при котором вклад соседа j игрока i увеличивает предельный выигрыш
игрока i (примерами служат модели из [39, 45]);

6 В этой связи стоит отметить модели ресурсных сетей [47]: по существу, в этих моде-
лях оба механизма – агрегирование и усреднение – используются одновременно, но не в
теоретико-игровой постановке.
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• модели с эффектом «стратегической заменимости» (англ. strategic substi-
tutability) и, соответственно, отрицательный сетевой эффект, при котором
усилие соседа j игрока i снижает предельный выигрыш игрока i (приме-
рами служат модели из [50, 51]).

Формально речь идет о знаке второй смешанной производной выигрыша иг-
рока по собственному действию и действию его соседей: если gij = 1, то для

игр с эффектом стратегической дополнительности ∂2vi
∂xixj

> 0, а для игр с эф-

фектом стратегической заменимости ∂2vi
∂xixj

< 0. Иными словами, в действи-

ях агентов проявляются положительные (отрицательные) локальные сетевые
экстерналии: для игр со стратегической дополнительностью (заменимостью)
увеличение усилий других игроков (x−i) приводит к тому, что более высо-
кие действия игрока i приносят относительно большую (меньшую) выгоду
по сравнению с более низкими усилиями этого игрока. Примеры моделей и
наилучшие ответы игроков представлены в табл. 1.

Таблица 1. Модели игр с линейным наилучшим ответом

Стратегическая
дополнительность

(англ. strategic complementarity)

Стратегическая
заменимость

(англ. strategic substitutability)

Локальное
агрегирование
(англ. local aggregate)

«Линейно-квадратичная игра»
BRi = bi + β

∑
j

gijxj

«Игра локального
общественного блага»
BRi = bi − β

∑
j

gijxj

Локальное
усреднение
(англ. local average)

«Социальные нормы в сети»

BRi = (1−β)bi+β
n∑

j=1

gij
di
xj

«Модель антиконформизма»

BRi = (1−β)bi−β
n∑

j=1

gij
di
xj

В рамках любой экономической модели обычно выделяют идеальное со-
стояние системы, характеризующееся максимальным общественным благосо-
стоянием. В случае задач управления речь идет о так называемом «первом
по предпочтительности исходе» (англ. first-best outcome/contract, или social
optimum), по аналогии с задачами агент-принципал теории контрактов [52].
В работах, посвященных задачам управления в играх с линейным наилуч-
шим ответом, под общественным благосостоянием почти всегда понимается
сумма выигрышей всех агентов (подробнее об этом – в разделе 3.1):

W =

n∑

i=1

vi,

а социальный оптимум (т.е. решение задачи maxxW и соответствующие ему
равновесные исходы xO и выигрыши WO) исследуется в рамках сравнитель-
ной статики, подразумевающей, что агенты стремятся максимизировать не
собственные функции выигрыша, а благосостояние всех агентов в сумме. Как
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будет показано ниже на примере отдельных игр, равновесие Нэша в них ни-
когда не является социальным оптимумом: сетевой эффект приводит либо к
заниженным, либо к завышенным действиям агентов, тем самым делая ак-
туальными разработку методов управления в таких играх.

2.2. Математические модели сетевых эффектов: координация,
конкуренция, сотрудничество и информированность

2.2.1. Игра координации

Классическая модель социального влияния и динамики мнений в сети
[53, 54], являющаяся частным случаем задачи консенсуса, имеющей важные
приложения в задачах управления в технических системах [8], может рас-
сматриваться и как микроэкономическая модель стратегического принятия
решений агентами [55].

А именно, пусть n агентов стремятся максимизировать свой индивидуаль-
ный выигрыш, характеризующийся функцией

(4) vi = −
n∑

j=1

gij
di

(xi − xj)
2.

Иными словами, агенту невыгодно делать выбор (например, выбор техно-
логии или языка), который отличается от выбора соседей. Функция vi(x)
вогнута, и условий первого порядка достаточно для получения системы наи-
лучших ответов игроков – оптимальный ответ игрока i на действия своих
соседей по сети,

(5) BR(x−i) =

n∑

j=1

gij
di
xj ,

совпадает с моделью динамики мнений. Так, модель ДеГроота можно интер-
претировать как игру, в которой участники хотят демонстрировать поведе-
ние, похожее на поведение своих соседей по сети, для чего они наилучшим
образом реагируют на их действия.

В такой игре любой профиль действий, в котором все агенты совершают
одно и то же действие, представляет собой равновесие Нэша. Помимо этого,
агенты не обладают индивидуальными характеристиками, отличающими их
друг от друга. В силу этого большую популярность получила модель, отра-
жающая взаимодействие агентов, находящихся под влиянием индивидуаль-
ных навыков и усредненного поведения своего окружения.

2.2.2. Социальные нормы в сети

С точки зрения теоретико-игрового взаимодействия интерес представляет
другой вариант модели ДеГроота, предложенный в [56] (модель Фридкина-
Джонсена описывает динамику наилучших ответов игроков, анализу дина-
мики посвящена, например, работа [57]), где каждый узел i дополнительно
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поддерживает постоянное внутреннее мнение. Существует несколько попу-
лярных вариантов данной модели в теоретико-игровой постановке, в частно-
сти модель с неполной информацией, в которой агенты пытаются определить
некоторое состояние мира [58]. В этом случае интерпретация модели близка
к известной игре «конкурса красоты» (англ. «beauty contest») [59].

Ниже будет рассмотрена модель локального усреднения, или модель со-
циальных норм (англ. social-norm model) [46]. Каждый игрок получает
выигрыш7

(6) vi = bixi −
1

2

(
β

1− β

)
xi −

n∑

j=1

gij
di
xj




2

− 1

2
x2i ,

где bi > 0 отражает индивидуальную продуктивность агента i, а β > 0 –
склонность к конформизму (англ. taste for conformity). Агенты совершают
затратные действия (−x2i /2), получают предельный выигрыш bixi, не за-
висящий от усилий соседей, и при этом сравнивают свой индивидуальный
вклад xi со средним вкладом своих соседей по сети, стараясь минимизиро-
вать различие между своим действием и средним действием своей группы.
В силу большой роли слагаемого

∑n
j=1

gij
di
xj = xi в других публикациях, в

которых оно фигурирует в контексте социологических исследований, авторы
называют его социальной нормой агента i.

Из условий первого порядка ∂vi/∂xi = 0 находим наилучшие ответы иг-
роков:

(7) xi = (1− β)bi + βxi,

или в матричном виде

(8) x = (1− β)b+ βĜx,

где Ĝ = {ĝij = gij/di}n×n. При β < 1 равновесие Нэша в чистых стратегиях
существует и единственно:

(9) x∗ = (1− β)(I − βĜ)−1b.

7 Можно рассмотреть другие функции выигрыша игроков, например

vi = bixi −
θ

2

∑

j

gij

di
(xi − xj)

2
−

x2

i

2
,

или

vi = bixi − θxi

∑

j

gij

di
xj −

1 + θ

2
x
2

i ,

где θ = β

1−β
. Наблюдение авторов [46] состоит в том, что перечисленные функции выигры-

шей объединяет функция наилучших ответов, однако, даже если равновесные усилия x∗

одинаковы, анализ благосостояния и его сравнительная статика могут отличаться, посколь-
ку равновесные полезности и, следовательно, благосостояние различны.
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Первое, что необходимо отметить, это эффект индивидуальной продук-
тивности. Хотя влияние bi на v∗i всегда положительно, взаимовлияние про-
дуктивности агентов может иметь разнонаправленный характер:

(10)
∂v∗i
∂bj

T 0 ⇐⇒ x∗i T x∗i ,

т.е. равновесная полезность агента i возрастает (убывает) в ответ на неболь-
шое изменение продуктивности bj агента j тогда и только тогда, когда равно-
весный ответ игрока i больше (меньше) его равновесной социальной нормы.
Основной интерес представляет зависимость исхода игры от параметра β.
Авторы показывают, что в общем случае эта зависимость немонотонна, и
переходят к рассмотрению двух крайних случаев:

• чистый индивидуализм (β = 0): равновесный ответ каждого игрока равен
его индивидуальной продуктивности

n∑

j=1

x∗j =
n∑

j=1

bj;

• полный конформизм (β → 1): все агенты выбирают одинаковый уровень
усилий, равный средневзвешенной индивидуальной продуктивности,

lim
β→1

n∑

j=1

x∗j = n
n∑

j=1

djbj ,

где d – вектор нормализованных степеней вершин, di = di/
∑n

j=1 dj . Будет ли
совокупный вклад

∑
j x

∗
j выше при чистом индивидуализме (β = 0) или при

полном конформизме (β → 1), зависит от корреляции между продуктивно-
стью b и распределением по степеням вершин в графе G:

(11) lim
β→1

n∑

j=1

x∗j T
n∑

j=1

x∗j(β = 0) ⇐⇒ Corr(d, b) T 0.

Когда b и d положительно (отрицательно) коррелируют, т.е. агенты с более
высокой производительностью занимают более (менее) центральные пози-
ции в сети, тогда полный конформизм увеличивает (уменьшает) совокупные
усилия.

Социальный оптимум в модели, т.е. решение задачи

(12) max
x

bTx− 1

2
xTH(β)x,

где H(β) := I + β
1−β

(
I − Ĝ

)T (
I − Ĝ

)
, достигается решением следующей си-

стемы наилучших ответов игроков:

(13) xi = (1− β)bi + βxi + β

n∑

j=1

gij
di

(xj − xj) .
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Отличием оптимума от равновесия Нэша в игре является наличие в системе
наилучших ответов игроков в случае социального оптимума последнего сла-
гаемого – влияния собственного действия агента на социальную норму своих
соседей. В равновесии Нэша, принимая решение о своих индивидуальных уси-
лиях, агенты не учитывают этот фактор, что создает экстерналию, которая
может быть как положительной, так и отрицательной: если i и j соседи, то

(14)
∂vi
∂xj

T 0 ⇐⇒ xi T xi.

Другими словами, когда агент j прилагает усилия xj , он оказывает поло-
жительное (отрицательное) внешнее воздействие на своего соседа i тогда и
только тогда, когда усилия i выше (ниже) социальной нормы i. Оптимум до-
стигается в том случае, когда равновесные ответы игроков соответствуют их
индивидуальной продуктивности

(15) xO = b.

В этом случае выделяется класс регулярных сетей: для них совокупные уси-
лия в сети всегда оптимальны: x∗ = xO = b. Это происходит потому, что в
регулярных сетях положительные и отрицательные внешние эффекты, ока-
зываемые агентами на своих соседей, в точности уравновешиваются, так что
совокупный эффект оптимален.

Ключевую роль индивидуальная продуктивность играет и в задаче добав-
ления и удаления связей между агентами – центр принимает во внимание
только продуктивность агентов, при этом информация о структуре сети не
играет роли:

1. добавление ключевых связей (англ. key-link adding): в любой сети добав-
ление связи между двумя агентами с высокой (низкой) продуктивностью
не только увеличивает (уменьшает) усилия этих двух агентов, но и увели-
чивает (уменьшает) усилия всех остальных агентов в сети;

2. удаление ключевых связей (англ. key-link removing): независимо от струк-
туры сети центр должен удалить связь между двумя наиболее продуктив-
ными агентами .

Решение задачи стимулирования будет рассмотрено ниже, при анализе управ-
ления в линейно-квадратичной игре в разделе 3.2.

2.2.3. Линейно-квадратичная игра

Линейно-квадратичная игра на сети, предложенная в [39], является одной
из наиболее известных моделей игры на сети. Функция выигрыша игрока i

(16) vi = xi


bi + β

n∑

j=1

gijxj


− x2i

2

включает выгоду от собственного действия, xibi, и действий соседей,
β
∑

j gijxjxi, а также квадратичные издержки от принятого решения, x2i /2.
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Параметр bi > 0 является предельным выигрышем игрока i, не зависящим от
действий соседей (англ. standalone marginal return). Параметр β отражает ха-
рактер зависимости от действий соседей по сети: при β > 0 действия игроков
комплементарны (англ. strategic complements), а при β < 0 действия соседей
взаимозаменяют друг друга (англ. strategic substitutes).

В случае линейно-квадратичной игры условия первого порядка

(17)
∂vi
∂xi

= bi + β
n∑

j=1

gijxj − xi = 0

приводят к следующим функциям наилучшего ответа:

(18) BRi(x−i) = bi + β

n∑

j=1

gijxj .

В матричном виде систему наилучших ответов можно представить как

(I − βG)x = b,

где I – единичная матрица. Если матрица (I − βG) обратима (подробнее об
этом в разделе 2.3), то равновесие Нэша существует и единственно: равновес-
ные ответы игроков в матричном видe

(19) x∗ = (I − βG)−1b.

Идея авторов модели [39] заключалась в создании связи между концепцией
равновесия Нэша и мерами центральности узлов на сети: рассмотрим сеть с
матрицей смежности G и скаляр β > 0. Тогда вектор центральностей [60]
параметра β

+∞∑

k=0

βkGk1 = (I − βG)−11

отражает общее число путей в G, которые начинаются в вершине i. Параметр
β – коэффициент затухания, который снижает относительный вес путей наи-
большей длины. Таким образом, равновесие Нэша в линейно-квадратичной
игре на графе в точности совпадает с вектором центральностей Каца–
Боначича.

В [61] была рассмотрена более общая модель: авторы рассмотрели произ-
вольную взвешенную сеть, множество допустимых действий агента xi ∈ [0, L]
и наилучший ответ игроков

(20) BRi(x−i) = min


bi + β

n∑

j=1

gijxj, L


 ,

тогда при L = ∞ получается исходная модель.
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В [62] была исследована сравнительная статика модели: социальный опти-
мум, т.е. решение задачи maxx

∑
vi, приводит к следующей системе наилуч-

ших ответов игроков:

(21) bi − xi + 2β

n∑

j=1

gijxj = 0,

или

(22) xOi = BRi(x−i) + β

n∑

j=1

gijxj ,

т.е. равновесные усилия слишком малы, потому что каждый агент игнориру-
ет положительное влияние (или положительную экстерналию, возникающую
вследствие эффекта комплементарности) своего действия на выбор своих со-
седей. В результате равновесие в игре оказывается неэффективным. В силу
этого эффекта действия агентов всегда занижены, а центр в задаче стимули-
рования всегда выбирает однонаправленные вмешательства: либо все аген-
ты получают дополнительные субсидии, либо, наоборот, облагаются штра-
фами/налогом (подробнее об этом см. в разделе 3.2).

Очевидно также, что и структура сети монотонно влияет на равновесный
исход: для случая симметричных матриц в [63] показано, что для двух матриц
Σ и Σ′, таких что Σ = −I + βG, а Σ′ > Σ если σ′ij > σij для всех i, j, то

(23) x∗(Σ′) > x∗(Σ).

В [64] была предложена модель формирования сети, в которой агенты вы-
бирают себе тех, с кем создавать связь, исходя из максимизации собствен-
ной выгоды по формуле (16). Из указанных свойств функции следует, что
наибольшую выгоду будут получать агенты с наибольшим показателем цен-
тральности, а другие агенты будут стремиться создать с ними связь.

2.2.4. Игра локального общественного блага

Игры на сетях с эффектом стратегической заменимости описывают си-
туацию, в которой действия одного агента снижают стимулы для соседей
увеличивать свои усилия. Такие игры моделируют конкурентные сценарии,
например конкуренцию за ограниченные ресурсы, рынки или выгоды, где
игроки связаны через сеть взаимодействия, а их стратегии взаимозаменяе-
мы. Этот эффект противоположен эффекту стратегической дополнительно-
сти, при котором действия одного агента стимулируют увеличение усилий
соседей.

В модели локального общественного блага на сети агенты принимают ре-
шения о своих индивидуальных вкладах в производство некоторого неисклю-
чаемого блага (агентов нельзя исключить из его потребления), которое при-
носит пользу как им самим, так и их соседям по сети. Во многих исследовани-
ях данная модель получила интерпретацию модели теории отраслевых рын-
ков [65], в частности олигополии [66], а некоторые версии получили развитие
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в области деловых игр и поведенческих экспериментов [67]. Эта модель тесно
связана с теорией олигополии, поскольку в обеих рассматриваются стратеги-
ческое взаимодействие между игроками, чьи действия обладают эффектом
стратегической заменимости.

Пусть фирма i производит некоторое количество товара xi, а ее прибыль
равна vi(x) = xip(

∑
j xj)− cxi, где p(

∑
j xj) – обратная функция спроса, c –

издержки. В случае, когда обратная функция спроса линейна, прибыль фир-
мы i можно записать как

(24) vi = xi


b−


xi + β

n∑

j=1

gijxj




− cxi,

где gij = gji = 1 означает, что продукция фирмы i и товары фирмы j явля-
ются взаимозаменяемыми, β – степень заменимости товаров, а b – размер
рынка. Более общие сетевые модели рассмотрены в [19, 68]. Похожие моде-
ли рассматривались в [69, 70], где они дополнялись параметром ri агента,
характеризующим тип i-го агента – эффективность или квалификацию его
деятельности. Функция выигрыша игроков

(25) vi = xi


b−

n∑

j=1

xj


− x2i

2ri
,

а наилучший ответ на произвольном графе G можно представить как

(26) (Ir + βG) x = b,

где Ir – диагональная матрица с элементами 1/ri на диагонали.

В [19] была сформулирована модель, учитывающая эффекты стратегиче-
ской дополнительности и заменимости одновременно: фирмы конкурируют
на рынках, при этом сотрудничая в рамках научно-исследовательских разра-
боток (англ. Cournot oligopoly game with spillover effect of R&D collaborations).
Наилучший ответ игрока в данной модели принимает вид:

(27) xi = bi − ρ

n∑

j=1

bijxj + β

n∑

j=1

gijxj,

где B = {bij} – матрица конкуренции между фирмами (связь между фир-
мами возникает в том случае, если они конкурируют на одном рынке),
а G = {gij} – матрица сотрудничества в рамках НИОКР. Равновесие, при
достаточно нетривиальных условиях, существует и единственно:

(28) x∗ = (I + ρB − βG)−1b.

Всюду выше рассматривался случай общего знания – ситуация, при ко-
торой каждый агент обладает полной информацией об индивидуальных ха-
рактеристиках других агентов, структуре связей и т.д. Одним из подходов к

97



анализу асимметрии информации являются модели рефлексивных игр. Ре-
флексивная игра [71] – модель принятия агентами решений на основании
иерархии их представлений о поведении оппонентов. Если структура инфор-
мированности агентов в такой игре имеет конечную сложность (так называе-
мая точечная структура информированности [50]), то можно построить граф
рефлексивной игры G, наглядно демонстрирующий взаимосвязь между дей-
ствиями агентов, участвующих в равновесии. В случае линейного наилучшего
ответа игроков8:

(30) BRi(x−i) = bi − β

n∑

j=1

gijxj,

информационное равновесие может быть найдено по формуле [72]:

(31) x∗ = (I + βG)−1b,

где вектор b отражает информированность агентов, а G – граф рефлексивной
игры. Вершины графа G соответствуют реальным и фантомным агентам,
участвующим в рефлексивной игре, а дуги графа G отражают взаимную
информированность агентов.

Решения многих задач управления (в том числе в сравнительной статике)
в описанной модели близки к решениям задач в линейно-квадратичной игре
на сети. Для случая, когда равновесие в модели единственно, авторы [73]
рассмотрели задачу стимулирования – ее описанию посвящен раздел 3.2.

2.3. Анализ равновесия в играх с линейным наилучшим ответом

Доказательство существования и единственности равновесия в описанных
выше примерах обычно осуществляется двумя способами: через теоремы о
существовании решения системы линейных алгебраических уравнений (как,
например, в [39]) или через доказательства существования потенциальной
функции игры.

Впервые концепция потенциальных игр была предложена в [74]. Основная
идея заключается в доказательстве существования функции, которая позво-
ляет описать результат стратегического взаимодействия игроков с помощью
скалярной функции9. Функция ϕ является потенциальной функцией игры

8 В оригинальной статье была рассмотрена модель

(29) vi = xi

(

b−

n
∑

j=1

ĝijxj

)

−

x2

i

2

и gii = 1.
9 В [75] показано, что для некоторых классов игр потенциальная функция является

функцией Ляпунова динамики игры, что позволяет использовать метод функций Ляпунова
для анализа равновесия [76].
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(англ. potential function/best-reply potential), если для любых xi, x
′
i, x−i и для

всех i ∈ N верно

(32) ϕ(xi, x−i)− ϕ(x′i, x−i) = vi(xi, x−i)− vi(x
′
i, x−i).

Игры с линейным наилучшим ответом обладают потенциальной функцией
(в общем случае она может быть не единственной): например [77], в матрич-
ном виде еe можно записать как

(33) ϕ(x) = xT 1− 1

2
xT (I ± βG)x.

Максимум потенциальной функции соответствует равновесию Нэша. До-
статочным условием существования единственного решения является во-
гнутость потенциальной функции. Матрица вторых производных ∇2ϕ(x) =
= −(I ± βG), и ϕ(x) строго вогнута тогда и только тогда, когда матри-
ца I ± βG положительно определена: для любого y 6= 0

(34) yT (I ± βG)y > 0.

Для игр локального агрегирования в зависимости от знака перед βG необ-
ходимым и достаточным условием существования и единственности равно-
весия является либо βλmax(G) < 1 в случае игр с эффектом стратегической
дополнительности (−), либо β|λmin(G)| < 1 в случае игр с эффектом страте-
гической заменимости (+), где λmax(G) и λmin(G) – наибольшее и наименьшее
собственные значения матрицы G соответственно. В играх локального усред-
нения этих условий не требуется: в качестве G выступает строчносто-хасти-
ческая матрица, для которой λmax(G) = 1, и тогда условием существования
будет являться β < 1.

Существенным отличием игр с эффектом стратегической заменимости яв-
ляется существование углового решения (англ. corner equilibrium) [78]: по-
тенциальная функция перестает быть вогнутой, и из свойства игры иметь
неотрицательные стратегии x возникает ситуация, в которой одни игро-
ки – пассивные агенты – бездействуют, x∗i = 0, а другие – активные аген-
ты – выбирают максимально допустимое действие – x∗j = bj . В этой си-
туации условие существования равновесия связано с наличием в графе G
максимального независимого множества, которое, как и число равновесий,
может быть не единственным: активные игроки не должны быть связаны
между собой.

В случае несимметричной матрицы G достаточным условием для суще-
ствования равновесия является положительная определенность эрмитовой
компоненты матрицы G = G+GT

2 и, следовательно, 1 + δλmax(min)(
G+GT

2 ) > 0.
Однако в случае игр с эффектом стратегической заменимости анализ дина-
мики наилучших ответов сложнее (см. ниже).

В [63, 100] показано, что равновесие в игре с линейным наилучшим от-
ветом является решением линейной задачи о дополнительности (англ. linear
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complementarity problem, LCP). В [76] показано, что задача LCP является
подклассом задач вариационного неравенства10 – анализу игр в этом клю-
че (в том числе в случае нелинейного наилучшего ответа) посвящены рабо-
ты [76, 79, 80] и ссылки в них. В [76] авторы, используя формулировку равно-
весия Нэша в терминах решения задачи вариационного неравенства, иссле-
дуют связь между параметризацией игры и матрицей частных производных
оператора наилучших ответов (матрицей Якоби, англ. Jacobian of the game),
а также влияние свойств матрицы Якоби на существование и единственность
равновесия, сходимость динамики наилучших ответов в дискретном и непре-
рывном времени.

2.4. Динамика наилучших ответов

Выше взаимодействие между агентами сформулировано в виде одноша-
говой некооперативной игры, однако описанное взаимодействие можно пред-
ставить альтернативным образом. В [81] систему (18) сформулировали как
линейную аффинную динамическую систему в непрерывном времени:

(35) ẋ = Ax+ b,

где A = βG− I. Или для каждого агента i

(36) ẋi = bi + β

n∑

j=1

gijxj − xi.

Решением системы или установившимся значением состояния системы явля-
ется величина

lim
t→∞

x(t) = −A−1b

= −(βG− I)−1b

= (I − βG)−1b.

(37)

Интерес представляет и разностная аппроксимация уравнения (35)11, которая
позволяет установить взаимосвязь между шагом дискретизации δ и сетевым
эффектом β. Конкретное значение множителя перед матрицей взаимодей-
ствия связано как с непосредственным влиянием окружения на выбор агента,
так и с шагом дискретизации в модели. Помимо этого, наилучшие ответы иг-
роков могут быть ограничены в силу специфики анализа различных жизнен-
ных ситуаций: в большинстве случаев (уровень усилий в моделях коллектив-
ного поведения, кол-во продукции в моделях производства товаров или услуг

10 Формулировка равновесия Нэша в терминах решения вариационного неравенства яв-
ляется обобщением свойства игры быть потенциальной [74].

11 В совокупности, у формулы (19) имеется как минимум три интерпретации: это равно-
весие теоретико-игровой модели, равновесие линейной аффинной динамической системы,
а также показатель центральности узлов сети.

100



и др.) наилучший ответ не может быть отрицательным; в популярном кейсе
исследования образовательных процессов агенты выбирают уровень усилий,
как правило измеряющийся в часах: наилучшие ответы ограничены нулем
и некоторым значением сверху, а также предполагаются быть целочислен-
ными. Все эти аспекты влекут за собой ограничения в выборе инструментов
для анализа динамики в таких играх [82]. Обсуждению взаимосвязи меж-
ду теоретико-игровой интерпретацией и теорией динамических систем, в том
числе для модели выше, посвящена книга [83].

В теоретико-игровой терминологии процедура поиска равновесия игрока-
ми носит название «нащупывание» (франц. tatonnement) равновесия, напри-
мер «нащупывания по Нэшу/Курно» (франц. Nash/Cournot tatonnement).
В играх с эффектом стратегической заменимости равновесие, стабильное от-
носительно дискретного нащупывания по Нэшу, влечет стабильность равно-
весия относительно непрерывной динамики наилучших ответов, однако об-
ратное неверно [78]. Сходимость непрерывной динамики наилучшего ответа
к равновесию Нэша в таких играх была показана в [84], случай влияния даль-
новидных агентов рассмотрен в [85].

В случае игры на ориентированном графе G динамика наилучших ответов
может зацикливаться. В [86] авторы ввели два класса направленных сетей,
для которых динамика наилучших ответов сходится к единственному рав-
новесию: один из классов определяется возможностью изменить параметры
игры специальным образом так, чтобы динамика новой игры совпадала с ди-
намикой исходной; другой класс сетей тесно связан с критерием Колмогорова
обратимости цепи Маркова12.

2.5. Связь с другими областями

В [7, 8] рассматриваются основные задачи и приложения сетевого управле-
ния («control of networks»), изучающего вопросы управления в сетях (в част-
ности, такими задачами, как групповое, кооперативное, мультиагентное/мно-
гоагентное управление). Пусть xi(t) ∈ R

n – вектор состояния в момент време-
ни t узлов сети, i = 1, . . . , n, состоящей из элементов gij , отражающих связь
между вершинами i и j в графе G. Авторами отмечается, что широкий класс
сетевых мультиагентных систем описывается в непрерывном времени моде-
лями вида

(38) ẋi = Fi(t, xi, ui) +

n∑

j=1

gij(t)fij(xi, xj),

где функции Fi(·) и fij(·) характеризуют локальную динамику агента и его
взаимодействие с другими агентами соответственно. При этом наиболее рас-
пространенными являются сети, в которых взаимодействия агентов зависят

12 О связи между ориентированными графами и критерием Колмогорова см. также в
[87, 88].
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только от их разногласий (расхождения их состояний) и наиболее полно ис-
следованы в настоящий момент линейные сетевые системы с функцией fij
вида

(39) fij(xi, xj) = xi − xj.

В дальнейшем обзор посвящен именно таким моделям. В то же время по-
добная (38) постановка справедлива не только для моделей консенсуса, но и
для теоретико-игровых моделей взаимодействия, при этом функция fij(xi, xj)
носит особую специфику (см. разделы 2.1 и 2.4 данного обзора).

C описанными выше моделями тесно связаны и модели межотраслевого ба-
ланса [89, 90]; схожая проблематика исследовалась в работах, посвященных
динамическим моделям межотраслевого баланса [91–93] и оптимального пла-
нирования [94]. А именно, пусть xi – объем выпуска i-й отрасли, G – матрица
прямых затрат, элементы которой отражают затраты продукции i-й отрас-
ли на производство единицы продукции j-й отрасли. Тогда матрица полных
затрат будет

Λ = (I −G)−1,

элементы которой отражают количество продукции отрасли i, необходимоe
для обеспечения единицы конечного выпуска продукта отрасли j. В англо-
язычной литературе рассматривают более общий случай матрицы Λ, завися-
щий от параметра β (англ. Leontief inverse) [89]: Λ = (I − βG)−1.

Различным способам описания теоретико-игрового взаимодействия на се-
ти посвящены работы [95, 96], задачам управления в случае стратегического
формирования сетей – [97, 98] и в моделях ограниченной рациональности –
[50, 71] (подробнее в разделе 2.2.4). При этом в данном обзоре совсем не рас-
смотрены кооперативные игры [99], хотя несколько вариантов кооперативно-
го решения для описанных выше игр предложены в [100–102].

Отдельно стоит отметить работы, посвященные задачам управления в мо-
делях социальных сетей [12, 103], в моделях смешанного социального влия-
ния (механизмов ассимилятивного/диссимилятивного влияния и ограничен-
ного доверия) [104]. Как было показано выше, подобные модели также можно
рассматривать в качестве моделей стратегического взаимодействия.

3. Задачи управления

3.1. Целевые функции и бюджетные ограничения центра

Управляющий орган (или центр/центральный планировщик, англ. central
planner) получает информацию о выигрышах участников и может повлиять
на их действия, вообще говоря, в разные моменты времени и различными спо-
собами. Вследствие этого результаты взаимодействия агентов меняются, ста-
новятся более желательными для центра. Предметом управления могут яв-
ляться различные элементы системы – действия агентов, их стимулы, струк-
тура взаимодействия и другие характеристики.
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В случае игр с линейным наилучшим ответом управление формулируется
в виде задачи оптимизации, которую в общем виде можно представить как

(40) max
u

W (x, u)

при ограничениях

(41) x > 0, x = BR(x, u), K(u, u0) 6 C,

где u – параметр игры, на который оказывается воздействие в процессе управ-
ления, u0 – исходное значение параметра, K(u, u0) – функция затрат, характе-
ризующая ограничения на изменение относительно исходного значения пара-
метра, C – константа. Как было показано выше, в случае анализа сравнитель-
ной статики и социального оптимума, в качестве управляющего воздействия
может рассматриваться и сам вектор x наилучших ответов игроков. Таким
образом, рассматривается двухшаговая игра, в которой на первом шаге центр
осуществляет управление, а на втором агенты разыгрывают равновесие.

Хотя одна и та же функция наилучших ответов может соответствовать
различным функциям выигрыша, решение задачи управления может разли-
чаться в зависимости от того, какую функцию стремится максимизировать
центральный планировщик:

• увеличение/снижение агрегированных результатов игроков:

W =
n∑

i=1

xi −→ max,

• увеличение суммы выигрышей участников – социальный оптимум по Бен-
таму:

W =

n∑

i=1

vi −→ max,

• увеличение выигрышей наименее «обеспеченных» участников – социаль-
ный оптимум по Роулзу:

W = min
i
vi −→ max.

Проблеме выбора целевых функций центра в таких задачах на данный мо-
мент уделено мало внимания (см., например, [105]), а наиболее популярным
выбором служит функция общественного благосостояния – сумма выигры-
шей агентов.

Существует несколько классификаций задач управления, применимых к
рассматриваемым моделям [31, 95, 106, 107]. В [31] приведены следующие
стратегии сетевых интервенций, каждая из которых имеет различные так-
тические альтернативы:

• индивидуальные (англ. individual) – идентификация ключевых участников
сети, выбранных на основе некоторых сетевых характеристик, см. табл. 2;
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• групповые (англ. segmentation) – сегментация сети, при которой вмеша-
тельство направлено на отдельные группы узлов;

• структурные (англ. alteration), при которых изменениям подвергаются
связи между участниками и сеть взаимодействий в целом, см. табл. 2;

• индукционные (англ. induction), при которых происходит возбуждение се-
ти таким образом, что активируются новые взаимодействия между участ-
никами – так называемые каскады, которые могут носить информацион-
ный/поведенческий и др. характер (подробнее см., например, [108]).

Таблица 2. Задачи управления в играх с линейным наилучшим ответом

Тип задачи Описание Работы

Индивидуальные Идентификация ключевых
участников сети, выбранных
на основе некоторых сетевых
характеристик

Galeotti, Goyal, 2009 [109]; Can-
dogan, Bimpikis, Ozdaglar, 2012
[110]; Bloch, Querou, 2013 [111];
Fainmesser, Galeotti, 2016 [112];
Demange, 2017 [113]; Gale-
otti, Golub, Goyal, 2020 [73];
Kor, Zhou, 2023 [114]; Belhaj,
Deroian, Safi, 2023 [116]; Jeong,
Shin, 2024 [115]; Dasaratha,
Golub, Shah, 2024 [117]

Структурные Изменениям подвергаются
связи между участниками и
сеть взаимодействия в целом

Borgatti, 2006 [118]; Ballester,
Calvo-Armengol, Zenou, 2006
[39]; Corbo, Calvo-Armengol,
Parkes, 2006 [119]; Corbo,
Calvo-Armengol, Parkes, 2007
[63]; Golub, Lever, 2010 [120];
Konig, Tessone, Zenou, 2014
[64]; Belhaj, Bervoets, Deroian,
2016 [121]; Матвеенко, Коро-
лев, 2016 [122]; Hiller, 2017
[123]; Harkins, 2020 [124]; Li,
2023 [125]; Sun, Zhao, Zhou,
2023 [126]

Ряд авторов [95, 106] выделяют институциональные интервенции, под-
черкивая специфику вмешательства, направленного на изменение правил
взаимодействия. Помимо этого, в [95] задача управления составом участни-
ков выделяется в отдельный класс, в то время как в [31] этот класс задач
отнесен к задачам управления структурой взаимодействия.

В работах, посвященных управлению в играх с линейным наилучшим
ответом, в качестве u может быть выбран состав игроков i ∈ N , стиму-
лы b или структура взаимодействия G. Ниже описаны решения некото-
рых задач, а в табл. 2 представлены работы в соответствии с приведенной
классификацией.
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3.1.1. Управление стимулами агентов
В этих работах рассматриваются задачи управления, в которых центр из-

меняет индивидуальные характеристики деятельности агентов. Задачи сти-
мулирования, в которых центр стремится максимизировать общественное
благосостояние в моделях с эффектом стратегической дополнительности,
рассмотрены в [73, 113] (в том числе для игры координации [115]). Задачи
определения цен монополистом при наличии локальных экстерналий потреб-
ления рассмотрены в [110, 111], где исследовалась взаимосвязь между цен-
тральностью потребителей в сети и ценами и объемами, которые им предла-
гает монополист.

3.1.2. Управление структурой

Управление структурой корректирует уровень активности путем измене-
ния структуры сети. Создание или удаление связей при таком управлении
влияет на центральность агентов, что приводит к изменению равновесия. Ис-
следователи изучают оптимальные сети с точки зрения центра. Авторы [64]
показали, что среди простых сетей, максимизирующих вогнутую функцию
центра, выделяется класс «вложенных расщепляемых графов» (англ. nested
split graph, NSG). В [121] показано, что любая сеть, не являющаяся NSG,
допускает создание связей между агентами, улучшающее благосостояние в
линейно-квадратичной игре на сети.

3.1.3. Управление в условиях неопределенности

Многие авторы прибегают к анализу устойчивости предложенных методов
управления относительно внешних возмущений или вероятностной неопреде-
ленности (например, [73, 78, 127, 128] и др.). Важно, что данные о самой
структуре сети зачастую труднодоступны (см. например, [129, 130]), в связи
с чем возник ряд работ, моделирующих как вероятностную, так и игровую
неопределенность о сетевой структуре.

Так, в [112] центр выбирает оптимальный уровень цен для агентов, распо-
лагая информацией только о распределении по степеням вершин сети. Другой
случай: структура сети является наблюдаемой, но местоположение или лич-
ность агентов – это частная информация [131]. Иными словами, центр не в
состоянии отличить сети, идентичные с точностью до перестановки вершин.
Существенным в данном дизайне игры является то, что вектор x∗ равновес-
ных ответов игроков теперь является контрактом, который центр предлагает
агентам. Авторы предъявляют классы сетевых структур, для которых опти-
мальные контракты центра совместимы со стимулами агентов и их коалиций.

3.1.4. Идентификация сети

Одной из важнейших задач является задача идентификации сети. Суще-
ствует несколько методов, позволяющих решить эту задачу на основе данных
о серии исходов игры, основанных на статистическом подходе (графовые ме-
тоды регуляризации) [132], методах оптимизации [133] и методах машинного
обучения [134]. Отдельное направление исследований – решение задач двух-
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уровневой оптимизации13 [136], в которой предполагается, что наблюдаемые
равновесные ответы игроков возникают в результате оптимизации агентами
структуры взаимодействия с точки зрения функции общественного благосо-
стояния.

Другой подход идентификации сети основан на информации о динамике
наилучших ответов игроков и решении задачи управления [137]. Центр не зна-
ет структуры сети в игре, но имеет возможность наблюдать за наилучшими
ответами игроков и манипулировать действиями некоторых из них. Авторы
показывают, что критерий идентифицируемости структуры сети эквивален-
тен ранговому критерию управляемости системы, приведенной к специаль-
ному виду, и применяют алгоритм [138], разработанный для идентификации
устойчивых линейных систем.

3.2. Управление в линейно-квадратичной игре на сети

Возможно, первой и наиболее исследованной с точки зрения задач управ-
ления является линейно-квадратичная игра на сети, для которой существует
множество постановок задач управления (см. [39, 118] и ссылки выше). Ниже
для данной игры будет рассмотрено несколько задач, решение которых на-
глядно демонстрирует особенности и специфику задач управления в играх с
линейным наилучшим ответом. Выигрыш игроков в модели:

(42) vi = xi


bi + β

n∑

j=1

gijxj


− x2i

2
,

а равновесие в игре:

x∗ = (I − βG)−1b.

Исторически первой задачей была задача выявления ключевого игрока
(англ. key player problem). Ключевой игрок – это игрок, удаление которого
оказывает наибольшее влияние на совокупный результат. Пусть G – исходная
(симметричная) матрица смежности, G−i – новая матрица, полученная из
матрицы G путем заполнения нулями строки и столбца, соответствующих i-

ой вершине. Тогда задача центра: maxi∈N

[∑
j x

∗
j(G) −

∑
j x

∗
j (G

−i)
]

или, что
эквивалентно,

(43) min
i∈N

n∑

j=1

x∗j(G
−i).

Пусть M = {mij} = (I−βG)−1, а k = {ki} = (I−βG)−11. Авторами вводится
специальный показатель центральности (англ. intercentrality measure), учи-

13 Исследование задачи двухуровневой оптимизации восходит к исследованию игр Шта-
кельберга, где внешняя (или внутренняя) задача оптимизирует действия лидера (или по-
следователя) [135].
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тывающий и индивидуальную центральность игроков, и вклад в централь-
ность других:

ci =
k2i
mii

.

Авторы показали, что вершина с наибольшим значением ci решает
задачу (43).

Другая задача была рассмотрена в [73], это задача стимулирования (англ.
incentive-targeting problem): центр стремится максимизировать функцию об-
щественного благосостояния в равновесии:

(44) W =
n∑

i=1

vi =
1

2
xTx −→ max

b
.

Таким образом, центр вносит изменения в предельный выигрыш игроков, не
зависящий от действий соседей b̂ → b, что интерпретируется как изменение
стимулов игроков (например, денежные субсидии фирмам). Бюджетное огра-
ничение центра:

(45) K(b, b̂) =
n∑

i=1

(bi − b̂i)
2 6 C ∼ n.

Решением (44) является эффективная сетевая эвристика (англ. network
heuristic):

(46) b̂nh = b+
√
Cµ1(n),

где µ1(n) – собственный вектор матрицы G, соответствующий максимальному
(минимальному) собственному значению для случая положительных (отри-
цательных) значений коэффициента β.

Как было указано выше, выбор целевой функции центра оказывает зна-
чительное влияние на результат. Если в данной задаче вместо максимизации
суммы выигрышей (44) перейти к максимизации агрегированного результата
участников

W =

n∑

i=1

xi −→ max
b
,

решением будет распределение бюджета, пропорциональное индивидуально-
му вкладу игроков:

b̂nh = b+
√
Cx∗.

Разница между функциями состоит в том, что сумма выигрышей учитывает
и сами действия, и их различия:

∑
i vi =

1
n

∑
i x

2
i = x̂2 + σ2, где x̂ – среднее,

σ2 – дисперсия.
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Предложенная функция затрат (45) обладает рядом свойств, позволяю-
щих авторам распространить полученные результаты на некоторые другие
функции [139]. Одним из выделяющихся случаев является пример линейных
затрат центра:

K(b, b̂) =

n∑

i=1

|bi − b̂i| 6 C ∼ n.

В этой ситуации решение – передать весь бюджет единственному игроку i∗,
b̂i∗ = bi∗ + C, который выбирается исходя из вклада игроков в результат вме-
шательства центра.

Интересно провести сравнение решений задачи стимулирования для мо-
делей локального агрегирования и усреднения. Для достижения социального
оптимума без ограничений на бюджет в линейно-квадратичной игре

(47)
n∑

i=1

vi =
n∑

i=1


(bi + si)xi + β

n∑

j=1

gijxixj −
x2i
2


 −→ max

s

центру необходимо выбрать sOi = β
∑

j gijxj. Исходя из свойств игры эта ве-
личина будет всегда положительна, а центр будет субсидировать более цен-
тральных игроков в сети.

Как было показано ранее, в модели социальных норм агенты создают как
положительные, так и отрицательные экстерналии для своих соседей. Как
результат, в задаче стимулирования [46] агентов

(48)
n∑

i=1

vi =
n∑

i=1


(bi + si)xi −

θ

2


xi −

n∑

j=1

gij
di
xj




2

− x2i
2


 −→ max

s
,

решением которой является вектор sO, состоящий из компонент

(49) sOi = β
n∑

j=1

gij
di

(
xj −

n∑

k=1

gjk
dj
xk

)
,

центр субсидирует (облагает налогом) тех агентов, чьи соседи прилага-
ют усилия выше (ниже) своих социальных норм (в отличие от линейно-
квадратичной игры, в которой центр вынужден всегда стимулировать аген-
тов из-за создаваемых ими положительных экстерналий). Другими словами,
центру необходимо субсидировать агентов, прилагающих усилия ниже, чем в
среднем прилагают их соседи, и облагать налогом тех, кто прилагает усилия
выше, чем их соседи.

Важно отметить, что изменение исходного вектора b индивидуальных ха-
рактеристик до последнего момента подразумевалось как задача с ненулевым
бюджетом, в то время как в реальных приложениях имеет место ситуация, в
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которой центр перераспределяет ресурсы между агентами без дополнитель-
ных ресурсов. Условию сбалансированного бюджета т.е. корректирующим
субсидиям и налогам (англ. Pigouvian tax) посвящена работа [20].

В [63, 119] рассматривается задача нахождения структуры взаимодей-
ствия, максимизирующей целевую функцию центра. С ростом β решения
задач центра по максимизации агрегированных результатов и суммы выигры-
шей совпадают, а среди всех сетей максимум доставляют те, чей спектраль-
ный радиус принимает наибольшее значение. Случай задачи управления ком-
бинацией нескольких активностей (когда xi становится вектором) рассмотрен
в [114]. Случаи одновременного использования нескольких различных стра-
тегий управления рассмотрены, например, в [140, 141].

4. Заключение

В представленной работе подробно рассматриваются вопросы управления
стратегическим взаимодействием агентов на сети в случае, когда зависимость
агента от действий других описывается линейной функцией наилучших от-
ветов. Равновесие Нэша в таких играх не является социальным оптимумом
из-за наличия экстерналий, что мотивирует разработку механизмов управ-
ления, таких как выявление ключевых агентов, стимулирование агентов, со-
здание или удаление связей, направленных на увеличение эффективности
коллективного взаимодействия.

Некоторые из направлений дальнейших исследований, активно развиваю-
щихся в данный момент, заслуживают отдельного внимания.

4.1. Нелинейный наилучший ответ

Задачам управления в играх с нелинейным наилучшим ответом посвяще-
ны работы [142–144]. В [34] предложена общая модель сетевых эффектов,
нелинейный наилучший ответ в которой включает в себя модель локально-
го усреднения в качестве частного случая. Нелинейность реализована в виде
CES-функции с параметром эластичности β:

(50) x =




n∑

j=1

gij
di
xβj




1

β

,

а наилучший ответ игрока принимает вид:

(51) BRi = (1− λ2)bi + (λ1 + λ2)




n∑

j=1

gij
di
xβj




1

β

,

где λ1 соответствует интенсивности эффекта перетока, а λ2 – эффекта кон-
формизма. При β = 1 возникает модель LIM. Когда β очень велико, возникает
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модель x−i = maxj{xj}, в которой агент ориентируется только на того своего
соседа по сети, который прилагает наибольшие усилия, а когда β принимает
высокие отрицательные значения, преобладает модель x−i = minj{xj}, в ко-
торой агент ориентируется на соседа, демонстрирующего наименьшие усилия.

4.2. Игры на мультиплексных сетях

Во многих случаях ранее рассматривалась взаимосвязь агентов в рам-
ках одной сети. Однако зачастую агенты поддерживают множество типов
взаимоотношений, таких как сотрудничество, взаимопомощь, заимствование
и др. [145]. Одним из способов описания такого взаимодействия являются
мультиплексные сети: многослойные сети, в которых запрещена связь между
вершинами из разных слоев, и которые призваны описывать сосуществова-
ние различных типов отношений между агентами [146]. Анализу таких игр
посвящены работы [147, 148].

4.3. Сети с большим числом вершин и графовые функции

Некоторые сети, встречающиеся в прикладных исследованиях, настоль-
ко велики, что анализ становится затруднительным или невозможным [149].
В [150] был предложен инструмент для анализа больших сетей и асимптоти-
ческого поведения последовательности графов с растущим числом вершин.
Графовая функция (англ. graph function, graphon) – объект, который обоб-
щает дискретные графы на случай больших сетей, представленных в непре-
рывном пределе. В [151] предложены меры центральности для таких объек-
тов, а в [127] описанные выше игры были перенесены на случай предельного
объекта: игроки теперь представлены как популяция на интервале [0, 1], а ве-
роятность связи между ними описывается через графовую функцию W (i, j),
определенную на единичном квадрате. Динамика в таких играх исследуется
в [152], задачи управления рассмотрены в [141, 153].
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