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УСТОЙЧИВОСТИ ПО ЧАСТИ ПЕРЕМЕННЫХ

Для систем нелинейных обыкновенных дифференциальных уравнений
с непрерывной правой частью рассматривается задача анализа устойчи-
вости по части переменных нулевого положения равновесия в контексте
прямого метода Ляпунова. Нахождение функций Ляпунова в этой зада-
че трактуется как выбор пары «основная функция Ляпунова – вспомо-
гательная функция», в которой вспомогательная функция используется
для корректировки области фазового пространства системы, где вводит-
ся и анализируется основная функция Ляпунова. Приводятся примеры
построения пар для некоторых нелинейных систем двух и трех диффе-
ренциальных уравнений.
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1. Введение

Наряду с задачами устойчивости по всем переменным в современной тео-
рии управления также часто изучаются более общие задачи устойчивости по
части переменных (частичной устойчивости), восходящие к классическим ра-
ботам А.М. Ляпунова [1] и В.В. Румянцева [2, 3]. Эти задачи естественным
образом возникают в приложениях и рассматриваются для моделей разной
формы математического описания: с непрерывной и дискретной динамикой,
с учетом эффекта эредитарности (запаздывания) и случайных воздействий;
см. обзоры в [3–5]. Также получили развитие новые задачи устойчивости: от
входа к выходу (input-output stability) [6, 7] и по выходу на конечном интер-
вале времени (finite-time output stability) [8–10].

Как и в задаче устойчивости по всем переменным, основным строгим ме-
тодом исследования задач частичной устойчивости является метод функций
Ляпунова при соответствующей модификации, успешно использующийся, на-
пример, при анализе устойчивости сложных механических систем [3, 11]. Од-
нако несмотря на доказанную обратимость ряда теорем, составляющих осно-
ву метода, и его дальнейшее развитие, вопросы конструктивного нахождения
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функций Ляпунова как для общих классов, так и для конкретных систем
остаются наиболее актуальными и трудными.

Если задача устойчивости по всем переменным «в малом» во многих
случаях решается посредством анализа линейного приближения, то анализ
устойчивости по части переменных даже в этой ситуации является нелокаль-

ным из-за наличия «неконтролируемых» переменных, и в значительно боль-
шей степени зависит от структуры и параметров исследуемых систем. Такой
анализ может быть успешно проведен с помощью подходящей функции Ля-
пунова.

В данной статье рассматривается один из возможных подходов к нахожде-
нию функций Ляпунова в задаче устойчивости по части переменных нулевого
положения равновесия системы нелинейных дифференциальных уравнений с
непрерывной правой частью. В его основе – переход к анализу «расширенной»
частичной устойчивости: не только по изначально заданной части перемен-
ных, но и по отношению к некоторым дополнительным переменным – функ-
циям фазовых переменных изучаемой системы дифференциальных уравне-
ний. Указанный переход не связан с изменением (или уточнением) содержа-
тельного смысла исходной задачи частичной устойчивости, а имеет другую
цель: сузить область фазового пространства системы, где ведется подбор
подходящей функции Ляпунова, и облегчить выбор функции с нужными
свойствами. Естественно, по смыслу решаемой задачи предполагается, что
«расширенная» частичная устойчивость является «промежуточной» между
устойчивостью по изначально заданной части переменных и устойчивостью
по всем переменным.

Формализация данного подхода предполагает нахождение наряду с основ-
ной функцией Ляпунова еще одной (векторной, вообще говоря) вспомога-
тельной функции, определяющей набор дополнительных переменных, и рас-
смотрение этих функций как пары (связки) для решения исходной задачи
устойчивости по части переменных. При этом вспомогательная функция ис-
пользуется для корректировки области фазового пространства системы, где
вводится основная функция Ляпунова и анализируются ее свойства. Требова-
ния к основной функции Ляпунова являются более слабыми, чем при анализе
устойчивости по изначально заданной части переменных.

Выделяются структурные формы нелинейных систем двух и трех диффе-
ренциальных уравнений, для которых возможно конструктивное построение
указанных пар и нахождение областей устойчивости по части переменных
в пространстве параметров. Анализ «расширенной» частичной устойчивости
этих структурных форм сводится к анализу устойчивости по всем перемен-
ным по линейному приближению положений равновесия специально постро-
енных вспомогательных систем дифференциальных уравнений, получающих-
ся из исходной системы соответствующими преобразованиями фазовых пере-
менных. Данные структурные формы используются далее в качестве нели-
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нейного приближения для анализа устойчивости по части переменных систем
с нелинейностями полиномиального вида.

2. Постановка задачи

Рассмотрим нелинейную систему обыкновенных дифференциальных урав-
нений

x′ = X(t,x), X(t,0) ≡ 0,

x = (x1, . . . , xn) = (y1, . . . , ym, z1, . . . , zp) = (y, z), m+ p = n,
(1)

в которой переменные, входящие в фазовый вектор x, представлены в ви-
де двух групп переменных [3, 4, 12]: 1) y-переменные, по отношению к ко-
торым исследуется устойчивость положения равновесия x = 0; 2) остав-
шиеся («неконтролируемые») z-переменные. Далее ‖x‖ – евклидова норма
вектора x.

Введем обычные для теории частичной устойчивости (y-устойчивости)
предположения [3, 4] о непрерывности вектор-функции X в области

(2) t > 0, ‖y‖ 6 h, ‖z‖ < ∞,

а также о единственности и z-продолжимости решений системы (1) (это зна-
чит, что любое решение x(t) определено при всех t > 0, при которых ‖y(t)‖ 6

6 h). Обозначим через x(t) = x(t; t0,x0) решение системы (1), определенное
начальным условием x0 = x(t0; t0,x0).

Опр е д е л е н и я . Нулевое положение равновесия x = 0 системы (1):

1) y-устойчиво, если для любых ε > 0, t0 > 0 найдется число δ(ε, t0) > 0
такое, что из ‖x0‖ < δ следует ‖y(t; t0,x0)‖ < ε при всех t > t0;

2) равномерно y-устойчиво, если δ = δ(ε) в определении 1);

3) асимптотически y-устойчиво, если оно y-устойчиво в смысле опреде-
ления 1) и найдется ∆(t0) > 0 такое, что произвольное решение x(t; t0,x0)
системы (1) с ‖x0‖ < ∆ удовлетворяет предельному соотношению

(3) ‖y(t; t0,x0)‖ → 0, t → ∞;

при этом неравенство ‖x0‖ < ∆ определяет область y-притяжения положе-
ния равновесия x = 0 системы (1) для начального момента t0;

4) равномерно асимптотически y-устойчиво, если оно равномерно
y-устойчиво в смысле определения 2), ∆ не зависит от t0 и предельное соот-
ношение (3) выполняется равномерно по {t0,x0} из области t0 > 0, ‖x0‖ < ∆.

Для анализа y-устойчивости положения равновесия x = 0 системы (1) в
контексте прямого метода Ляпунова будем рассматривать функции:

1) скалярную V (t,x), V (t,0)≡ 0 – непрерывно дифференцируемую в обла-
сти (2) и ее производную V ′ в силу системы (1) в качестве функции Ляпунова;

112



2) векторную w(x), w(0)≡ 0 – непрерывную в области (2), используемую
для оценки (сверху) функции Ляпунова и ее производной;

3) a(r), b(r), c(r) – стандартные использующиеся в теории устойчивости
непрерывные, монотонно возрастающие при r ∈ [0, h] такие, что a(0) = b(0) =
= c(0) = 0 (функции Хана [3]).

В.В. Румянцев показал [2], что если для системы (1) в области

(4) t > 0, ‖y‖ < h1 6 h, ‖z‖ < ∞

при достаточно малом h1 > 0 можно указать V -функцию такую, что

(5) V (t,x) > a(‖y‖), V ′(t,x) 6 0,

то положение равновесия x = 0 системы (1) y-устойчиво.

Если условия (5) заменить условиями [3, 4, 12]

a(‖y‖) 6 V (t,x) 6 b(‖u(x)‖), V ′(t,x) 6 −c(‖u(x)‖),
u(x) = [y,w(x)],

то положение равновесия x = 0 равномерно асимптотически y-устойчиво.

При исследовании устойчивости по всем переменным построение функ-
ции Ляпунова не только решает вопрос об устойчивости, но и позволяет
дать оценки области притяжения. Оценки получаются посредством аппрок-
симации области притяжения множествами, лежащими внутри поверхностей
уровня функций Ляпунова.

Описание ряда аналитических и численных методов построения функций
Ляпунова и оценки областей притяжения можно найти, например, в моно-
графиях [13–16], обзорах [17–20], а также в работах [21–27]; рассматриваются
системы не только с непрерывной, но и разрывной правой частью [28]. Ука-
жем также на дивергентный метод анализа устойчивости (см. [29]), альтер-
нативный методу функций Ляпунова.

Задача устойчивости по части переменных (y-устойчивости) имеет свои
особенности. Даже при анализе y-устойчивости «в малом» положения рав-
новесия x = 0 системы (1) имеет место нелокальная задача анализа свойств
функции Ляпунова в цилиндрической области (4) фазового пространства. Бо-
лее того, при анализе y-устойчивости «в малом» (по y0) могут быть допусти-
мы большие начальные возмущения по «неконтролируемым» z-переменным
(по z0). Нахождение функций Ляпунова для анализа таких ситуаций являет-
ся актуальной и малоисследованной задачей теории частичной устойчивости.

3. Предлагаемый подход к нахождению функций Ляпунова

В общем случае при исследовании задачи y-устойчивости положения рав-
новесия x = 0 системы (1) прямым методом Ляпунова имеет место зависи-
мость функций Ляпунова не только от t, y, но и от «неконтролируемых»
z-переменных.
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Поэтому допущение ‖z‖ < ∞, определяющее область (4), где подбирает-
ся и анализируется функция Ляпунова, может оказаться излишне ограничи-
тельным и значительно затрудняет проверку свойств знакоопределенности
как самих функций, так и их производных в силу системы (1).

Дополнительные возможности появляются при переходе от исходной за-
дачи y-устойчивости к анализу «расширенной» частичной устойчивости:
(y, µ)-устойчивости положения равновесия x = 0 системы (1); в данном слу-
чае вместо области (4) рассматривается более узкая область фазового про-
странства

(6) t > 0, ‖y‖ + ‖µ(x)‖ < h1 6 h, ‖z‖ < ∞,

где µ(x) – непрерывная в области (2) функция такая, что µ(0)≡ 0.

Подобный подход мотивируется тем, что при анализе y-устойчивости по-
ложения равновесия x = 0 системы (1) «расширенная» (y, µ)-устойчивость
всегда фактически имеет место для некоторых комбинаций фазовых пере-
менных, определяющих µ(x)-функцию. Указание конкретной µ-функции, од-
нако, требует отдельного анализа; поэтому формализация данного подхода
включает нахождение, наряду с основной функцией Ляпунова V (t,x), еще
одной (векторной, вообще говоря) вспомогательной µ(x)-функции для со-
ответствующей корректировки области (6), где вводится основная функция
Ляпунова. Эти функции рассматриваются как пара {V (t,x), µ(x)} для ре-
шения задачи y-устойчивости положения равновесия x = 0 системы (1).

Введение пары дает возможность использования в процессе решения за-
дачи функций Ляпунова V (t,x), производные которых в силу системы (1), и
даже сами функции, могут быть знакопеременными в области (4).

Те ор ем а 1. Допустим, что для системы (1) возможно указать пару

{V (t,x), µ(x)}, такую что при достаточно малом h1 > 0 в области (6) вы-

полняются условия

(7) V (t,x) > a(‖y‖ + ‖µ(x)‖), V ′(t,x) 6 0.

Тогда положение равновесия x = 0 системы (1) y-устойчиво.

Если условия (7) заменить условиями

(8) a(‖y‖ + ‖µ(x)‖) 6 V (t,x) 6 b(‖u(x)‖), V ′(t,x) 6 −c(‖u(x)‖),

то положение равновесия x = 0 равномерно асимптотически y-устойчиво.

Доказательство теоремы проводится по схеме, указанной в [2–4, 12].

В рамках предложенного подхода к анализу y-устойчивости положения
равновесия x = 0 системы (1) в качестве кандидата на основную функцию
V (t,x) в паре естественно выбрать квадратичную форму (T – знак транспо-
нирования)

(9) V (t,x) = yA1(t)y
T + µ(x)A2(t)µ

T(x)

114



переменных y, µ при надлежащем подборе элементов матричных функций
A1 и A2 соответствующих размеров (в частности, эти элементы могут и не
зависеть от t) или форму более высокого порядка V (t,x)≡ V ∗(t,y,µ(x)) пе-
ременных y, µ.

Данный путь построения пары допускает конструктивную реализацию,
если систему (1) возможно представить в виде

y′ = Y∗(t,y,µ) +Y∗∗(t,x), µ
′ = M(t,y,µ) +M∗(t,x), z′ = Z(t,x),

и вопрос (y, µ)-устойчивости нулевого положения равновесия полученной си-
стемы решается исследованием устойчивости по всем переменным нулевого
положения равновесия системы первого (линейного или нелинейного) при-
ближения

(10) y′ = Y∗(t,y,µ), µ
′ = M(t,y,µ).

Тогда функции Ляпунова вида (9) могут быть построены как функции
Ляпунова для системы (10) с использованием уже разработанных аналити-
ческих или численных методов применительно к задаче устойчивости по всем

переменным.

Отметим, что ряд условий устойчивости по части переменных по линей-
ному и нелинейному приближению приводится в [2–5, 30, 31].

Другой путь выбора кандидата на основную функцию V (t,x) предполага-
ет знание первых интегралов системы (1); начиная с работ Н.Г. Четаева [32]
построение функций Ляпунова в виде связки первых интегралов использует-
ся при анализе устойчивости механических систем как по всем, так и по части
переменных [3, 5]. В рассматриваемой задаче y-устойчивости положения рав-
новесия x = 0 системы (1) введение дополнительной µ(x)-функции позволяет
в ряде случаев упростить структуру функции Ляпунова путем представления
ее в виде

(11) V (t,x) = V ∗(t,y,µ(x)) +W (t,x),

где V ∗(t,y,µ(x)) – знакоопределенная (по y, µ) в области (6) функция,
а функция W (t,x) в области (6) удовлетворяет условию W (t,x) > 0.

Для линейных систем с постоянными коэффициентами алгоритм выбо-
ра µ(x)-функции и построения функций Ляпунова в форме (9) рассмот-
рен в [12].

Замечание 1. Вместо основной скалярной функции Ляпунова V (t,x) па-
ры могут включать векторную основную функцию V= [V1(t,x), . . . , Vk(t,x)]
с последующим анализом этой функции в области (6) в рамках метода срав-
нения [33].

Зам е ч а ни е 2. Пара «функция Ляпунова – обратная связь» (стабилизи-
рующая пара) введена ранее [34] для решения задачи стабилизации управ-
ляемых систем, а пара «функция Ляпунова – векторное поле» [35] и кор-
ректирующая вспомогательная функция для построения функции Ляпунова
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непосредственно по правой части исследуемой системы [36] – для анализа
устойчивости по всем переменным.

Идея построения пары {V (t, x),µ(x)}, которую можно считать решением
задачи нахождения функции Ляпунова при анализе частичной устойчиво-
сти, в общем виде не формулировалась. Однако условия y-устойчивости (7),
проверяемые в области (6), указаны и обсуждались в [4, 5, 12], а условия рав-
номерной асимптотической y-устойчивости (8) анонсированы в [5, 12]. В этой
связи отметим, что в рамках предложенного подхода выбор пары может быть
сделан и при других условиях на функцию Ляпунова в области (6), отличных
от условий (8).

Зам е ч а ни е 3. Для выбранной вспомогательной функции µ(x) проверка
условий (7), (8) в области (6) упрощается, если функция Ляпунова и нели-
нейности в системе (1) полиномиальны, а также известна z-ограниченность
решений системы (1), начинающихся в малой окрестности положения равно-
весия x = 0. Если вспомогательную систему типа (10) можно отделить от
исходной системы (1), то достаточно проверить знакоопределенность по всем

переменным построенной функции Ляпунова V (t, y,µ(x)) и ее производной в
силу вспомогательной системы.

Прим ер 1. Движение голономной механической системы в потенциаль-
ном поле сил описывается уравнениями Лагранжа 2-го рода

d

dt

(

∂T

∂x′i

)

− ∂T

∂xi
= − ∂Π

∂xi
,

где T – кинетическая, Π – потенциальная энергия, xi – обобщенные коорди-
наты.

Пусть наложенные связи не зависят явно от времени t и система допус-
кает положение равновесия x = x′ = 0. Компоненты вектора x обобщенных
координат разобьем на две группы x = (y, z) и допустим, что найдется вспо-
могательная µ(x)-функция, такая что в области

(12) ‖y‖+ ‖µ(x)‖ + ‖x′‖ < h1 6 h, ‖z‖ < ∞

выполняются условия: 1) T определенно положительна по обобщенным ско-
ростям; 2) Π не зависит явно от времени t и является определенно поло-
жительной не только по y, но и по дополнительным переменным µ(x), т.е.
Π(x) > a(‖y‖ + ‖µ(x)‖).

При сделанных допущениях имеет место интеграл энергии T + Π = const
и, следовательно, пара {V (x,x′) = T (x,x′) + Π(x), µ = µ(x)} решает зада-
чу частичной устойчивости положения равновесия x = x′ = 0: равномерной
устойчивости по y, x′ (по части обобщенных координат и по всем обобщенным
скоростям).
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Рассмотрим, в частности, движение точки единичной массы по располо-
женной над горизонтальной плоскостью Oy1z1 поверхности [4, 12]

(13) f =
y21(1 + z21)

1 + y4
1
z4
1

.

В данном случае x = (y1, z1) и

T (x,x′) =
1

2

{

y′21 + z′21 +

[

∂f

∂y1
y′1 +

∂f

∂z1
z′1

]2
}

, Π(x) = gf(y1, z1);

g – ускорение свободного падения.

Пару конкретизируем следующим образом:

(14) {V (x,x′) = T (x,x′) + Π(x), µ1(x) = y1z1},

так что основная функция Ляпунова V (x,x′) имеет структуру (11), если y =
= (y1,x

′), а W (x,x′) определяется слагаемым в квадратных скобках в выра-
жении для T (x,x′).

Поскольку в области (12) при достаточно малом h1 имеем

V (x,x′) > a(|y1|+ |µ1|+ ‖x′‖), V ′(x,x′)≡ 0,

то положение равновесия x = x′ = 0 точки равномерно устойчиво по y1, x
′.

Вместе с тем в области (4) при y = (y1,x
′) условие V (x,x′) > a(|y1|+

+ ‖x′‖) не выполняется: V (x,x′) → 0 при x′ = 0, любом фиксированном зна-
чении y1 и |z1| → ∞. Значит, функция Ляпунова V (x,x′) в паре (14) не яв-
ляется знакоопределенной по y1, x

′ в смысле [2] и не удовлетворяет первому
из условий (5) в области (4).

Введенная пара (14) позволяет выявить нелокальный характер равномер-
ной устойчивости по y1, x

′ и оценить область допустимых начальных возму-
щений x0, x

′

0 переменных x, x′. Действительно, основная функция V (y1, z1,x
′)

удовлетворяет условию V (0, z1,0)≡0 и, следовательно, равномерная устойчи-
вость по y1, x

′ положения равновесия x = x′ = 0 точки будет иметь место не
только при достаточно малых значениях y10, ‖x′

0‖, но и при больших (но ко-
нечных) значениях z10.

В дополнение к [4, 12] можно показать, что при достаточно малом зна-
чении ‖x′

0‖ область допустимых начальных значений y10, z10 определяется
неравенством

(15)
y210(1 + z210)

1 + y4
10
z4
10

<
1

2
.

Для доказательства рассмотрим уравнение f(y1, z1) = c (c = const > 0),
определяющее линии уровня поверхности (13). В переменных (y1, µ1) это
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Рис. 1. Поверхность (13).

уравнение можно представить в виде биквадратного (относительно µ1) урав-
нения

(16) cr2 − r + (c− y21) = 0 (r = µ2
1).

При 4cy21 > 4c2 − 1 уравнение (16) имеет два действительных решения

r1(c, y1) =
1−

√

1− 4c(c − y2
1
)

2c
, r2(c, y1) =

1 +
√

1− 4c(c − y2
1
)

2c
.

C учетом формул Виета заключаем, что: 1) r1 > 0, r2 > 0 при 0 < c < 1/2,
y21 < c, а также при c > 1/2, c− 1/(4c) 6 y21 < c ; 2) r2 > 0 при y21 > c и любом
c > 0. Как следствие, также r2 > 0 при 0 < c < 1/2 и всех y1.

При 0 < c < 1/2 рассмотрим решение r1 > 0. Поскольку r1 → 0 при c → 0 и
r1 → 1 при c → 1/2, y1 → 0, то на плоскости (y1, µ1) можно выделить область
y21 < 1/2, µ2

1 < 1, где линии уровня поверхности (13) являются замкнутыми,
охватывающими точку y1 = µ1 = 0 кривыми эллиптического типа, пересека-
ющими прямую y1 = 0 в точках µ1 = ±√

r1.

Этим линиям уровня на плоскости (y1, z1) в области (y21 < 1/2)
⋂

⋂

(y21 < 1/z21) соответствуют разомкнутые кривые, охватывающие прямую
y1 = 0 и приближающиеся к ней асимптотически при c → 0, |z1| → ∞.
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Рис. 2. Линии уровня поверхности (13) на плоскости (y1, µ1).

Вторые ветви линий уровня в случае 0 < c < 1/2 (соответствующие ре-
шению r2 > 0), а также линии уровня при c > 1/2 определяются кривыми,
лежащими за пределами указанных областей. Действительно, r2 → +∞ при
c → 0 и r2 → 1 при c → 1/2, y1 → 0, и вторые ветви линий уровня на плоско-
сти (y1, µ1) являются разомкнутыми кривыми в области µ2

1 > 1 (пересекаю-
щие прямую y1 = 0 в точках µ1 = ±√

r2) и разомкнутыми кривыми в области
y21 > 1/z21 на плоскости (y1, z1). При c > 1/2 линии уровня поверхности (13)
лежат в области y21 > 1/2.

В результате при достаточно малом значении ‖x′

0‖ и при значениях y10, z10
из области (15) можно не только сделать значение V (x0,x

′

0) функции V (x,x′)
меньше любого сколь угодно малого числа, но и добиться расположения точ-
ки между охватывающими прямую y1 = 0 линиями уровня поверхности (13).
Учитывая тождество V ′(x,x′)≡0, заключаем, что в дальнейшем при всех t >
> t0 точка не выходит за пределы указанных линий уровня поверхности (13).

Анализируя неравенство (15), отметим также, что равномерная устойчи-
вость по y1, x

′ положения равновесия x = x′ = 0 точки возможна при доста-
точно малых значениях z10, ‖x′

0‖ и при y210 < 1/2.

4. Выделение некоторых «опорных» систем

Используя предложенный подход, выделим некоторые структурные фор-
мы нелинейных систем двух и трех уравнений, для которых рассматривае-
мые пары могут быть конструктивно построены. Далее fi(y1) (i = 1, 2) – либо
функции вида diy1 (di – постоянные), либо удовлетворяют в области |y1| < h1
условиям |fi(y1)| 6 A|y1|1+α, где A, α – положительные постоянные.
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1. Пусть система (1) состоит из уравнений (a, b, l – постоянные параметры)

(17) y′1 = ay1 + ly21z1, z′1 = bz1 + f1(y1)z1.

Найдем, при каких условиях на параметры положение равновесия y1 =
= z1 = 0 системы (17) равномерно асимптотически y1-устойчиво.

При введении дополнительной переменной µ1 = y1z1 от уравнений

y′1 = ay1 + ly1µ1, µ′

1 = (a+ b)µ1 + lµ2
1 + µ1f1(y1), z′1 = bz1 + f1(y1)z1

отделяется система

(18) y′1 = ay1 + ly1µ1, µ′

1 = (a+ b)µ1 + lµ2
1 + µ1f1(y1).

Если выполняются условия

(19) a < 0, a+ b < 0,

то систему (18) можно рассматривать как систему типа (10) в предложенной
в разделе 3 схеме построения пар применительно к исходной системе (17),
поскольку положение равновесия y1 = µ1 = 0 системы (18) асимптотически
устойчиво (по y1, µ1) на основании теоремы Ляпунова об устойчивости по
линейному приближению.

Возможность выделения системы (18) и допустимый выбор функции V =
= y21 + µ2

1 в качестве функции Ляпунова для этой системы предопределяют
выбор пары

(20) {V (x) = y21 + (y1z1)
2, µ1(x) = y1z1}.

Входящая в пару (20) основная функция Ляпунова V (x) имеет структур-
ную форму (9), а ее производная V ′ в силу системы (17)

V ′ = 2{ay21 + (a+ b)µ2
1(x) + lµ1(x)[y

2
1 + µ2

1(x)] + µ2
1(x)f1(y1)}

при выполнении условий (19) удовлетворяет в области (6) условиям (8) при
u1 = [y1, µ1(x)], хотя является знакопеременной в области (4).

В результате при условиях (19) положение равновесия y1 = z1 = 0 систе-
мы (17) равномерно асимптотически y1-устойчиво на основании теоремы 1.
Кроме того, основная функция V (y1, z1) в паре (20) также удовлетворяет
условию V (0, z1) ≡ 0 и, следовательно, равномерная y1-устойчивость имеет
место не только при достаточно малых значениях y10, но и при больших
(но конечных) значениях z10.

Область притяжения в системе (18) можно оценить по известным мето-
дикам (см. [22]) с помощью функции Ляпунова из параметрического класса
квадратичных форм переменных y1, µ1; при этом на плоскости (y1, z1) полу-
чаем соответствующую область y1-притяжения положения равновесия y1 =
= z1 = 0 системы (17).
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2. Пусть система (1) состоит из уравнений

(21)
y′1 = ay1 + lz1z2,

z′1 = bz1 + f1(y1)z1, z′2 = cz2 + f2(y1)z2,

где a, b, c, l – постоянные параметры.

Введением переменной µ1 = z1z2 можно выделить систему

y′1 = ay1 + lµ1, µ′

1 = (b+ c)µ1 + [f1(y1) + f2(y1)]µ1,

что предопределяет выбор пары

{V (x) = y21 + (z1z2)
2, µ1(x) = z1z2}.

Аналогично проведенному анализу в случае 1 можно показать, что при
выполнении условий a < 0, b + c < 0 положение равновесия y1 = z1 = z2 = 0
системы (21) равномерно асимптотически y1-устойчиво. Кроме того, равно-
мерная y1-устойчивость имеет место не только при достаточно малых значе-
ниях y10 и z10 (z20), но и при больших (но конечных) значениях z20 (z10).

3. Пусть система (1) состоит из уравнений

(22)
y′1 = ay1 + ly21z1z2,

z′1 = bz1 + f1(y1)z1, z′2 = cz2 + f2(y1)z2.

Введением переменной µ1 = y1z1z2 можно выделить систему

y′1 = ay1 + ly1µ1, µ′

1 = (a+ b+ c)µ1 + lµ2
1 + [f1(y1) + f2(y1)]µ1,

что предопределяет выбор пары

{V (x) = y21 + (y1z1z2)
2, µ1(x) = y1z1z2}.

При выполнении условий a < 0, a + b + c < 0 положение равновесия y1 =
= z1 = z2 = 0 системы (22) равномерно асимптотически y1-устойчиво. Кроме
того, равномерная y1-устойчивость имеет место не только при достаточно
малых значениях y10, но и при больших (но конечных) значениях z10 и z20.

4. Пусть система (1) состоит из уравнений

(23)
y′1 = ay1 + l1y

2
1z1 + l2y1z1z2,

z′1 = bz1+f1(y1)z1, z′2 = cz2 + f2(y1)z2.

Введением переменных µ1 = y1z1 и µ2 = z1z2 можно выделить систему

y′1 = ay1 + l1y1µ1 + l2y1µ2,

µ′

1 = (a+ b)µ1 + l1µ
2
1 + µ1f1(y1) + l2µ1µ2,

µ′

2 = (b+ c)µ2 + [f1(y1) + f2(y1)]µ2,
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что предопределяет выбор пары

(24) {V (x) = y21 + (y1z1)
2 + (z1z2)

2, µ(x) = (y1z1, z1z2)}

с векторной вспомогательной µ(x)-функцией.

При выполнении условий a < 0, a+ b < 0, b+ c < 0 положение равновесия
y1 = z1 = z2 = 0 системы (23) равномерно асимптотически y1-устойчиво. Кро-
ме того, равномерная y1-устойчивость имеет место не только при достаточно
малых значениях y10, z20, но и при больших (но конечных) значениях z10.

5. Пусть система (1) состоит из уравнений

(25)
y′1 = ay1 + l1y

2
1z2 + l2y1z1z2,

z′1 = bz1+f1(y1)z1, z′2 = cz2 + f2(y1)z2.

Введением переменных µ1 = y1z2 и µ2 = z1z2 можно выделить систему

y′1 = ay1 + l1y1µ1 + l2y1µ2,

µ′

1 = (a+ c)µ1 + l1µ
2
1 + µ1f2(y1) + l2µ1µ2,

µ′

2 = (b+ c)µ2 + [f1(y1) + f2(y1)]µ2.

При выполнении условий a < 0, a+ c < 0, b+ c < 0 положение равновесия
y1 = z1 = z2 = 0 системы (25) равномерно асимптотически y1-устойчиво. Кро-
ме того, равномерная y1-устойчивость имеет место не только при достаточно
малых значениях y10, z10, но и при больших (но конечных) значениях z20.

Пара, решающая задачу:

{V (x) = y21 + (y1z2)
2 + (z1z2)

2, µ(x) = (y1z2, z1z2)}.

5. Использование «опорных» систем в качестве систем
первого приближения

Выделенные структурные формы можно использовать в качестве нели-
нейного приближения для систем с нелинейностями полиномиального вида.

1. Рассмотрим «возмущенную» систему (17), состоящую из уравнений

(26) y′1 = ay1 + ly21z1 + Y1(t, x), z′1 = bz1 + f1(y1)z1 + Z1(t, x).

Введением переменной µ1 = y1z1 система преобразуется к виду

(27)

y′1 = ay1 + ly1µ1 + Y1(t, x), µ′

1 = (a+ b)µ1 + lµ2
1 + µ1f1(y1) + Y ∗

1 (t, x),

z′1 = bz1 + f1(y1)z1 + Z1(t, x),

Y ∗

1 (t, x) = y1Z1(t, x) + z1Y1(t, x).

Используя анализ системы (17) и пару (20), можно показать, что при вы-
полнении условий (19), а также при выполнении в области (6) условия

(28) |Y1(t, x)|+ |Y ∗

1 (t, x)| 6 α1|y1|+ α2|y1z1|,
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где α1, α2 – достаточно малые положительные постоянные, положение рав-
новесия y1 = µ1 = z1 = 0 системы (27) равномерно асимптотически (y1, µ1)-
устойчиво.

Поэтому при выполнении указанных условий положение равновесия y1 =
= z1 = 0 исходной системы (26) равномерно асимптотически y1-устойчиво.

Условие (28) выполнено, например, при Y1 = y21z
2
1 , Z1 = y1z

2
1 , Z2 = y21z1.

2. Рассмотрим «возмущенную» систему (23), состоящую из уравнений

(29)
y′1 = ay1 + l1y

2
1z1 + l2y1z1z2 + Y1(t, x),

z′1 = bz1 + f1(y1)z1 + Z1(t, x), z′2 = cz2 + f2(y1)z2 + Z2(t, x).

Используя анализ системы (23) и пару (24), можно показать, что при вы-
полнении условий a < 0, a+ b < 0, b+ c < 0, а также при выполнении в об-
ласти (6) условия

(30)
|Y1(t, x)|+ |Y ∗

1 (t, x)|+ |Z∗

1 (t, x)| 6 α1|y1|+ α2|y1z1|+ α3|z1z2|,
Z∗

1 (t, x) = z1Z2(t, x) + z2Z1(t, x),

где αi – достаточно малые положительные постоянные, положение равнове-
сия y1 = z1 = 0 системы (29) равномерно асимптотически y1-устойчиво.

Условие (30) выполнено, например, в случае Y1 = y21z
2
1 , Z1 = y21z1, Z2 =

= y1z1z
2
2 .

6. Заключение

Для систем нелинейных обыкновенных дифференциальных уравнений с
непрерывной правой частью предложен один из возможных подходов к на-
хождению функций Ляпунова, решающих задачу анализа устойчивости по
части переменных нулевого положения равновесия. В рамках этого подхо-
да производится выбор пары «основная функция Ляпунова – вспомогатель-
ная функция»; вспомогательная функция используется для корректировки
области фазового пространства системы, где вводится основная функция
Ляпунова.

Указывается способ построения указанных пар, основанный на преобра-
зовании исходной системы и использовании условий устойчивости по части
переменных по первому (линейному или нелинейному) приближению.

Приводятся примеры построения пар для некоторых нелинейных систем
двух и трех дифференциальных уравнений, где основная функция Ляпуно-
ва является квадратичной формой переменных, устойчивость по которым
изучается, а также дополнительных переменных. Для этих систем найдены
области устойчивости по части переменных в пространстве параметров.

Аналогичный подход к анализу частичной устойчивости рассматривался
для дискретных систем [37], а также для стохастических систем с непрерыв-
ной и дискретной динамикой [38–40].
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