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Рассматривается линейная система с дискретным временем и суммар-
ными ограничениями на управление второго порядка. Исследуются свой-
ства предельных множеств достижимости и 0-управляемости системы.
Получены необходимые и достаточные условия ограниченности данных
множеств, в том числе для не полностью управляемых систем. Доказа-
но, что в случае ограниченности эти множества являются эллипсоидами,
а их опорная функция построена явным образом. Проведено численное
моделирование.
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1. Введение

Исследование множеств достижимости и 0-управляемости является одной
из актуальных задач математической теории управления. С прикладной точ-
ки зрения эти множества могут быть использованы для конструирования
регуляторов, проверки разрешимости краевых задач, анализа качества про-
цессов. Например, такой подход применяется в следующих современных ра-
ботах [1–5]. При изучении свойств управляемости и достижимости также ока-
зываются важны предельные множества достижимости и 0-управляемости.
Это связано с тем, что для систем с ограниченным управлением классических
ранговых условий Калмана недостаточно, чтобы судить о достижимости тех
или иных состояний за произвольное конечное время.

Следует отметить, что по применяемому математическому аппарату и ме-
тодам решения задач анализа и синтеза динамические системы в теории
управления разделяются на два фундаментальных класса: системы с дис-
кретным временем и системы с непрерывным временем. Однако в настоящее
время в связи с развитием цифровых технологий изучение непрерывных си-
стем часто производится методом дискретизации и сведения их к дискретным

1 Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда (грант
№25-21-00487).
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аналогам [6]. Это определяет актуальность разработки эффективных числен-
ных методов исследования именно систем с дискретным временем. По выше-
описанным причинам интерес представляют методы построения предельных
множеств достижимости и 0-управляемости, которые для дискретного вре-
мени сводятся к вычислению предела последовательности компактов.

Для систем общего вида единственным доступным подходом к решению
этой задачи является исследование отдельных состояний на достижимость и
управляемость, что фактически является поточечным построением искомых
множеств [7–9]. Для класса линейных систем доступны различные анали-
тические методы, основанные на применении аппарата выпуклого и функ-
ционального анализа. Хорошо себя зарекомендовал метод, заключающий-
ся в рассмотрении предельных множеств достижимости и 0-управляемости
в качестве неподвижных точек сжимающих отображений в пространстве
Хаусдорфа [10, 11]. Такой подход позволяет, с одной стороны, использовать
метод простой итерации для приближения к неподвижной точке, с другой
стороны, строить внешние оценки предельных множеств с произвольным по-
рядком точности.

Основная часть изложенных результатов касается систем с геометриче-
скими ограничениями на управление. В случае суммарных ограничений си-
туация сложнее: множества достижимости и 0-управляемости не являются
многогранниками даже при скалярном управлении [12], а их описание в ре-
куррентной форме оказывается невозможным при помощи стандартных ма-
тематических конструкций [13]. На данный момент в [14] предложено обобще-
ние подхода, основанного на принципе сжимающих отображений [10, 11], для
систем с суммарными ограничениями на скалярное управление. Отдельно
в [14, лемма 3] для ограничений второго порядка и диагонализируемой мат-
рицы системы получено описание множеств достижимости и 0-управляемости
в виде эллипсоидов.

Целью данной статьи является обобщение [14] на случай линейных систем
с произвольной матрицей динамики и суммарными ограничениями второго
порядка на векторное управление. В частности, требуется установить необхо-
димые и достаточные условия ограниченности предельных множеств дости-
жимости и управляемости в терминах параметров системы, получить их яв-
ное описание при помощи опорной функции или функционала Минковского.

Статья имеет следующую структуру. В разделе 2 вводятся понятия пре-
дельных множеств достижимости и 0-управляемости, производится поста-
новка задачи. В разделе 3 формулируются необходимые и достаточные усло-
вия ограниченности этих множеств. Раздел 4 посвящен описанию структу-
ры предельных множеств достижимости и 0-управляемости для линейных
систем с суммарными ограничениями второго порядка. В разделе 5 демон-
стрируются полученные теоретические результаты при помощи численного
моделирования.
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2. Постановка задачи

Рассматривается линейная стационарная система с дискретным временем
и суммарными ограничениями на управление второго порядка (A,B,H, t):

(1)

x(k + 1) = Ax(k) +Bu(k), k ∈ N ∪ {0},
∞
∑

k=0

u(k)THu(k) 6 t2,

где x(k)∈R
n – вектор состояния, u(k)∈R

m – вектор управления, H ∈R
m×m –

положительно определенная симметрическая матрица, A∈R
n×n, B ∈R

n×m –
матрицы системы, t > 0 – параметр, определяющий суммарное ограничение.

Обозначим для системы (1) через Yt,2,∞ предельное множество достижи-
мости – множество тех состояний, в которые можно перевести систему (1) из
начала координат за конечное число шагов:

(2) Yt,2,∞ =

{

x ∈ R
n : ∃N ∈ N, u(0), . . . , u(N − 1) ∈ R

m,

N−1
∑

k=0

u(k)THu(k) 6 t2, x(0) = 0, x(N) = x

}

.

Аналогично обозначим для системы (1) через Xt,2,∞ предельное множество
0-управляемости – множество тех состояний, из которых можно перевести
систему (1) в начало координат за конечное число шагов:

(3) Xt,2,∞ =

{

x ∈ R
n : ∃N ∈ N, u(0), . . . , u(N − 1) ∈ R

m,

N−1
∑

k=0

u(k)THu(k) 6 t2, x(0) = x, x(N) = 0

}

.

Требуется получить точное описание множеств Yt,2,∞ и Xt,2,∞ в терми-
нах их функционалов Минковского и опорных функций, а также определить
необходимые и достаточные условия ограниченности.

Зам е ч а ни е 1. Обозначения для множеств (2) и (3) выбраны в соответ-
ствии с [12, 14]. В данных работах допускается произвольный порядок огра-
ничений r ∈ (1;+∞), и аналогичные множества обозначаются через Yt,r,∞

и Xt,r,∞. Эта статья сфокусирована на изучении важного частного случая
квадратичных ограничений, задаваемых через положительно определенную
квадратичную форму, что определяет наличие знака 2 в индексах Yt,2,∞

и Xt,2,∞.
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3. Необходимые и достаточные условия ограниченности
предельных множеств

Как продемонстрировано в [12, теоремы 2, 3] и [15, теорема 3], усло-
вия ограниченности предельных множеств достижимости и 0-управляемости
определяются соотношением между матрицами A и B. Обозначим через
h1, . . . , hn ∈ R

n \ {0} вещественный жорданов базис матрицы A [16, разд. 3.4,
Гл. 3], состоящий из ее собственных и присоединенных векторов либо из их
мнимых и вещественных частей. Рассмотрим следующие инвариантные под-
пространства:

L<1 = Lin{h : h соответствует собственному значению λ, |λ| < 1},
L>1 = Lin{h : h соответствует собственному значению λ, |λ| > 1}.

Сгруппируем элементы вещественного жорданова базиса следующим об-
разом:

(4) h1,1, . . . , h1,n1
, . . . , hM,1, . . . , hM,nM

,

где hi,j ∈ R
n – присоединенный вектор матрицы A ранга j, соответствующий

собственному значению λi ∈ R, или hi,j = (hrei,j himi,j ) ∈ R
n×2 – действительная

и мнимая части присоединенного вектора матрицы A ранга j, соответствую-
щего собственному значению λi ∈ C. Тогда вещественная жорданова форма
матрицы A состоит из M клеток, а ni или 2ni – размерность i-й клетки в за-
висимости от типа собственного значения. Причем в силу [16, теорема 3.4.5]
верно представление

(5)

A = SΛS−1,

S =
(

h1,1, . . . , h1,n1
, . . . , hM,1, . . . , hM,nM

)

,

Λ = diag (J1, . . . , JM ).

Для всех i = 1,M жорданова клетка Ji имеет один из следующих двух видов:

Ji =













λi 1 · · · 0

0 λi
. . . 0

...
...

. . . 1
0 0 · · · λi













∈ R
ni×ni , λi ∈ R,(6)

Ji =













riAϕi
I · · · O

O riAϕi

. . . O
...

...
. . . I

O O · · · riAϕi













∈ R
2ni×2ni , λi = rie

iϕi ∈ C.(7)

Здесь и далее через Aϕ и I ∈ R
2×2 обозначены матрица поворота и единичная

матрица соответственно:

Aϕ =

(

cosϕ sinϕ
− sinϕ cosϕ

)

, I =

(

1 0
0 1

)

.
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Справедлив следующий критерий ограниченности множеств Yt,2,∞ и
Xt,2,∞.

Те ор ем а 1. Пусть в системе (1) множества Yt,2,∞ и Xt,2,∞ опре-

деляются соотношениями (2) и (3) соответственно, B = (b1, . . . , bm).
Тогда

1) Yt,2,∞ ограничено тогда и только тогда, когда b1, . . . , bm ∈ L<1;
2) Xt,2,∞ ограничено тогда и только тогда, когда detA 6= 0 и b1, . . . , bm ∈

∈ L>1.

Доказательство теоремы 1 и всех последующих утверждений вынесено в
Приложение.

Прим ер 1. Рассмотрим для n = 3 и m = 2 матрицы

A =





1 0 1
1 1 0
0 1 1









2 0 0
0 0,9 1
0 0 0,9









1 0 1
1 1 0
0 1 1





−1

, B =





1 −1
1 1
2 0



 , H =

(

1 0
0 1

)

.

Вообще говоря, в классическом понимании для дискретной системы (1) мат-
рица A не является устойчивой, так как обладает собственным значением
λ1 = 2, превосходящим 1 по модулю. В то же время верно представление

L<1 = Lin











0
1
1



,





1
0
1











, b1 =





0
1
1



+





1
0
1



∈ L<1, b2 =





0
1
1



−





1
0
1



∈ L<1.

Отсюда следует, что условие п. 1 теоремы 1 выполнено и предельное множе-
ство достижимости Yt,2,∞ системы (A,B,H, t) ограничено.

С другой стороны, если для m = 1 выбрать

B = (2, 2, 0)T, H = 1,

то окажутся верными представления

L>1 = Lin











1
1
0











, b1 = 2





1
1
0



 ∈ L>1.

Тогда система (A,B,H, t) будет удовлетворять условиям п. 2 теоремы 1, и
ограниченным окажется предельное множество 0-управляемости Xt,2,∞.

4. Описание предельных множеств достижимости
и 0-управляемости в виде эллипсоидов

Теорема 1 определяет необходимые и достаточные условия ограниченности
множеств (2) и (3), но не конкретизирует их структуру. В действительности
в случае ограниченности множества Yt,2,∞ и Xt,2,∞ являются эллипсоида-
ми. Аналогичный результат был получен в [14, лемма 3], но только в случае
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скалярного управления и диагонализируемой матрицы A. Для системы (1)
задача построения матриц квадратичных форм эллипсоидов Yt,2,∞ и Xt,2,∞

сводится к суммированию матричных рядов. Приведем необходимые для это-
го теоретические сведения.

Лемма 1. Пусть в системе (1) B = (b1, . . . , bm).

1) Если b1, . . . , bm ∈ L<1, то следующий ряд сходится:

HY
△
=

∞
∑

k=0

AkBH−1BT(Ak)T;

2) если detA 6= 0 и b1, . . . , bm ∈ L>1, то следующий ряд сходится:

HX
△
=

∞
∑

k=1

A−kBH−1BT(A−k)T.

Для описания предельных множеств достижимости и 0-управляемости си-
стемы (1) обобщим понятие эллипсоида. Классическое определение предпо-
лагает, что для некоторой положительно определенной симметрической H ∈
∈ R

m×m и t > 0 эллипсоидом называется множество

U =
{

u ∈ R
m : uTHu 6 t2

}

.

В этом случае U определяется фактически через функционал Минковского
[17, §15, гл. III].

Однако данное определение не подходит для описания эллипсоидальных
множеств, размерность которых меньше размерности пространства. В этом
случае оказывается удобнее определить множество U через опорную функ-
цию [17, §4, гл. I]. Для неотрицательно определенной симметрической H̃ ∈
∈ R

m×m и t > 0 эллипсоидом будем называть множество U ⊂ R
m, опорная

функция которого определяется равенством

(8) S(p,U) △
= sup

u∈U
pTu = t

√

pTH̃p.

Если матрица H̃ положительно определена и, как следствие, невырожденна,
то верно также и представление для функционала Минковского:

(9) µ(u,U) △
= inf{γ > 0: u ∈ γU} =

1

t

√

uTH̃−1u.

Прим ер 2. Рассмотрим двумерный круг в трехмерном пространстве:

U =
{

u ∈ R
3 : u21 + u22 6 1, u3 = 0

}

.

Множество U можно считать эллипсоидом в обобщенном смысле, хотя оно не
описывается единственным неравенством для квадратичной формы. Тем не
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менее для опорной функции U справедливо представление

S(p,U) =
√

p21 + p22 =

√

pTH̃p, H̃ =





1 0 0
0 1 0
0 0 0



 .

Здесь H ∈ R
3×3 является неотрицательно определенной и вырожденной, что

не позволяет с ее помощью перейти к формуле (9) для функционала Мин-
ковского.

Те ор ем а 2. Пусть HY ,HX ∈ R
n×n взяты из леммы 1. Тогда

1) если Yt,2,∞ ограничено, то верно представление для опорной функции

S(p,Yt,2,∞) = t

√

pTHYp ;

2) если Xt,2,∞ ограничено, то верно представление для опорной функции

S(p,Xt,2,∞) = t
√

pTHXp.

Теорема 2 утверждает, что в случае ограниченности множества Yt,2,∞

и Xt,2,∞ являются эллипсоидами. Переход к описанию с помощью функцио-
нала Минковского возможен только в случае обратимости матриц HY и HX .
Гарантировать это свойство можно, например, для частного случая управ-
ляемых систем.

Лемма 2. Пусть для системы (1) выполнено условие управляемости

rank (B AB . . . An−1B) = n.

Тогда

1) если b1, . . . , bm ∈ L<1, то detHY 6= 0;
2) если detA 6= 0 и b1, . . . , bm ∈ L>1, то detHX 6= 0.

Согласно лемме 2, теореме 2 и выражениям (8)–(9) в случае управляемой
системы (1) верно представление для функционала Минковского:

µ(x,Yt,2,∞) =
1

t

√

xTH−1
Y x, µ(x,Xt,2,∞) =

1

t

√

xTH−1
X x.

Зам е ч а ни е 2. Матрицы HY и HX обычно называются грамианами ли-
нейной системы с дискретным временем. Если матрица A шуровская, т.е.
все ее собственные значения по модулю меньше 1, то HY является решением
дискретного уравнения Ляпунова [18, Теорема К.2]:

P = APAT +BH−1BT.

Известно большое количество численных методов решения данного уравне-
ния [19, 20]. Также одним из распространенных аналитических подходов яв-
ляется использование канонического жорданова разложения матрицы A [21].
Далее в статье уточним этот подход для более общего случая, который опре-
деляется теоремой 1 и допускает не только шуровские матрицы A, и построим
явный вид грамианов HY и HX .
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Хоть теорема 2 и определяет структуру множеств (2) и (3) системы (1),
их построение сводится к вычислению матричных рядов из леммы 1 для
HY и HX . Для вычисления этих рядов используем каноническую жорданову
форму матрицы A [16, теорема 3.1.11]:

(10)

A = SΛS−1,

S ∈ C
n×n, detS 6= 0, Λ = diag (J1, . . . , JM ) ∈ C

n×n,

Ji = λiI + Pni
∈ C

ni×ni , Pni
=













0 1 · · · 0

0 0
. . . 0

...
...

. . . 1
0 0 · · · 0













∈ R
ni×ni , i = 1,M,

n1 + . . .+ nM = n.

Здесь λi ∈ C является собственным значением матрицы A кратности ni.

В обозначениях (10) для всех i, j = 1,M определим матрицы Dij ∈ C
ni×nj

из следующих соотношений:






D11 . . . D1M
...

. . .
...

DM1 . . . DMM







△
= S−1BH−1BT(S−1)T,

для λiλj 6= 1 введем матрицы

Γij
△
=

ni−1
∑

r=0

nj−1
∑

q=0

min{r,q}
∑

l=0

(r + q − l)!

(r − l)!(q − l)!l!

λr−l
i λ

q−l
j

(1− λiλj)r+q−l+1
P r
ni
Dij(P

q
nj
)T.

Те ор ем а 3. Пусть HY и HX взяты из леммы 1. Тогда

1) если b1, . . . , bm ∈ L<1, то

HY = S







ΓY
11 . . . ΓY

1M
...

. . .
...

ΓY
M1 . . . ΓY

MM






ST,

где для всех i, j = 1,M в случае |λi| > 1 или |λj| > 1 верно, что ΓY
ij = O, либо

в случае |λi|, |λj | ∈ [0; 1) верно, что ΓY
ij = Γij ;

2) если detA 6= 0 и b1, . . . , bm ∈ L>1, то

HX = S







ΓX
11 . . . ΓX

1M
...

. . .
...

ΓX
M1 . . . ΓX

MM






ST,

где для всех i, j = 1,M в случае |λi| 6 1 или |λj | 6 1 верно, что ΓX
ij = O, либо

в случае |λi|, |λj | ∈ (1;+∞) верно, что ΓX
ij = −Γij.
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В общем случае матрицы в разложении (10) и, как следствие, матрицы Γij

могут быть комплексными. Однако в результате преобразований HY и HX

окажутся действительными.

Прим ер 3. Рассмотрим матрицы

A =

( √
2

√
2

−
√
2

√
2

)

, B =

(

1 0
0 1

)

, H =

(

2 1
1 2

)

.

Матрица A обладает комплексно-сопряженными собственными значениями
λ1 =

√
2 + i

√
2, λ2 =

√
2− i

√
2 и следующим разложением вида (10):

A =

(

−i i

1 1

)(√
2 + i

√
2 0

0
√
2− i

√
2

)(

−i i

1 1

)−1

.

В силу теоремы 1 предельное множество 0-управляемости Xt,2,∞ ограничено,
и в обозначениях теоремы 3 верно, что M = 2, n1 = n2 = 1 и

S−1BH−1B
(

S−1
)T

=







i

2
1

1 − i

2






.

Это приводит к следующим значениям:

−ΓX
11 =

1−1
∑

r=0

1−1
∑

q=0

min{r,q}
∑

l=0

(r + q − l)!

(r − l)!(q − l)!l!

λr−l
1 λ

q−l
1

(1− λ1λ1)r+q−l+1
P r
1D11(P

q
1 )

T =

=
1

1− (
√
2 + i

√
2)2

i

2
,

−ΓX
22 =

1

1− (
√
2− i

√
2)2

(

− i

2

)

, −ΓX
12 = −ΓX

21 =
1

1− (
√
2 + i

√
2)(

√
2− i

√
2)

,

HX =







22

51
− 1

17

− 1

17

46

51






, S(p,Xt,2,∞) =

√

22

51
p21 −

2

17
p1p2 +

46

51
p22.

5. Численные эксперименты

Продемонстрируем результаты теорем 1–3 при помощи численного моде-
лирования. Рассмотрим различные дискретные системы вида (1), обладаю-
щие ограниченными множествами достижимости Yt,2,∞. Сначала построим
данные множества явно при помощи теоремы 3. Затем сгенерируем набор
допустимых процессов и отметим их терминальные состояния как элементы
предельного множества достижимости. Все численные значения для кратко-
сти будем округлять до четвертого знака после запятой.
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Рис. 1. Множество Yt,2,∞ и различные терминальные состояния для системы
(A,B,H, t) из примера 4.

Прим ер 4. Рассмотрим систему (1) для n = m = 2 и следующих значе-
ний параметров:

A =

(

0,8791 −1,1321
0,6429 0,0934

)

= S

(

0,4863 + 0,7573i 0
0 0,4863 − 0,7573i

)

S−1,

S =

(

0,7986 0,7986
0,2771 − 0,5342i 0,2771 + 0,5342i

)

,

B =

(

1 1
1 −1

)

, H =

(

2 1
1 2

)

, t = 1.

Матрица A обладает парой комплексно-сопряженных собственных значений
λ1,2 = 0,4863±0,7573i, которые по модулю строго меньше 1. Следовательно, в
силу теоремы 1 множество Yt,2,∞ ограничено, а согласно теореме 2 является
эллипсоидом. Матрица HY может быть вычислена явно при помощи теоре-
мы 3. Верны следующие значения параметров:

M = 2, n1 = n2 = 1,

D11 = −1,5609 − 0,2711i, D12 = D21 = 2,0836, D22 = −1,5609 + 0,2711i.

Это приводит к равенству

HY = S









D11

1− λ1λ1

D12

1− λ1λ2

D21

1− λ2λ1

D22

1− λ2λ2









ST =

(

12,9553 3,9416
3,9416 7,8973

)

.

Предельное множество достижимости (2) и терминальные состояния различ-
ных процессов изображены на рис. 1.
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Рис. 2. Множество Yt,2,∞ и различные терминальные состояния для системы
(A,B,H, t) из примера 5.

Прим ер 5. Рассмотрим систему (1) для n = m = 2 и следующих значе-
ний параметров:

A =

(

−1,3315 −0,0769
2,7692 −0,4085

)

= S

(

−0,87 1
0 −0,87

)

S−1,

S =

(

−1 1
6 7

)

, B =

(

1 1
1 −1

)

, H =

(

1 0,5
0,5 2

)

, t = 1.

Матрица A обладает одним вещественным собственным значением λ1 =
= −0,87, которое по модулю строго меньше 1. Следовательно, в силу тео-
ремы 1 множество Yt,2,∞ ограничено, а согласно теореме 2 является эллип-
соидом. Матрица HY может быть вычислена явно при помощи теоремы 3.
Верны следующие значения параметров:

M = 1, n1 = 2, D11 =

(

0,2975 −0,2739
−0,2739 0,2975

)

.

Это приводит к равенству

HY = S

(

D11

1− λ2
1

+
λ1D11P

T
2

(

1− λ2
1

)2 +
λ1P2D11
(

1− λ2
1

)2 +
P2D11P

T
2

(

1− λ2
1

)2 + 2
λ2
1P2D11P

T
2

(

1− λ2
1

)3

)

ST =

=

(

57,9130 −259,9758
−259,9758 1241,6945

)

.

Предельное множество достижимости (2) и терминальные состояния различ-
ных процессов изображены на рис. 2.
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Рис. 3. Множество Yt,2,∞ и различные терминальные состояния для системы
(A,B,H, t) из примера 6.

Прим ер 6. Рассмотрим систему (1) для n = 3, m = 2 и следующих зна-
чений параметров:

A =





−0,8421 −0,0196 0,0976
0,3013 −0,9058 0,1081
−0,1239 −0,0093 −0,9540



 =

= S





−0,8910 + 0,1270i 0 0
0 −0,8910 − 0,1270i 0
0 0 −0,92



S−1,

S =





0,1703 + 0,3405i 0,1703 − 0,3405i −0,1562
0,8513 0,8513 0,9370

−0,3575 + 0,0511i −0,3575 − 0,0511i 0,3123



 ,

B =

(

1 1
2 0
1 1

)

, H =

(

1 0
0 1

)

.

Также примем t = 1. Матрица A обладает парой комплексно-сопряженных
собственных значений λ1,2 = −0,8910 ± 0,1270i и одним вещественным соб-
ственным значением λ3 = −0,92, которые по модулю строго меньше 1. Сле-
довательно, в силу теоремы 1 множество Yt,2,∞ ограничено, а согласно тео-
реме 2 является эллипсоидом. Матрица HY может быть вычислена явно при
помощи теоремы 3 аналогично примеру 4:

M = 3, n1 = n2 = n3 = 1,

HY =





7,5669 4,6171 1,4047
4,6171 20,2330 −5,4371
1,4047 −5,4371 26,3126



 .

Предельное множество достижимости (2) и терминальные состояния различ-
ных процессов изображены на рис. 3.
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Рис. 4. Множество Yt,2,∞ и различные терминальные состояния для системы
(A,B,H, t) из примера 7.

Прим ер 7. Рассмотрим систему (1) для n = 3, m = 2 и следующих зна-
чений параметров:

A =





−0,4838 −0,1586 −0,2412
1,9715 0,2153 3,1897
−1,1023 0,3068 −0,5215



 = S





0,95 0 0
0 −0,87 1
0 0 −0,87



S−1,

S =





−1 1 3
6 7 1
2 −3 0



 , B =





1 0
1 1
0 2



 , H =

(

1 1
1 2

)

, t = 1.

Матрица A обладает вещественным некратным собственным значением λ1 =
= 0,95 и вещественным кратным собственным значением λ2 = −0,87, кото-
рые по модулю строго меньше 1. Следовательно, в силу теоремы 1 множе-
ство Yt,2,∞ ограничено, а согласно теореме 2 является эллипсоидом. Мат-
рица HY может быть вычислена явно при помощи теоремы 3 аналогично
примеру 5:

M = 2, n1 = 1, n2 = 2,

HY =





11,1345 52,5427 −32,4125
52,5427 735,8157 −266,4128
−32,4125 −266,4128 136,2212



 .

Предельное множество достижимости (2) и терминальные состояния различ-
ных процессов изображены на рис. 4.

В примерах 4–7 рассмотрено построение только предельных множеств до-
стижимости (2), так как численное моделирование его элементов является
более простым в сравнении с множеством 0-управляемости (3). В то же время
согласно теоремам 1–3 построение множества Yt,2,∞ происходит аналогичным
образом. Также следует отметить, что случай m = 1 подробно рассмотрен
в [14], а потому здесь не приводится.
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6. Заключение

В статье решена задача построения предельных множеств достижимости
и 0-управляемости для линейных систем с дискретным временем и суммар-
ными ограничениями второго порядка. Сформулированы необходимые и до-
статочные условия ограниченности данных множеств в виде теоремы 1, кото-
рые сводятся к соотношению матрицы B и собственных подпространств L<1

и L>1. В случае управляемых по Калману систем эти условия эквивалентны
ограничению на спектральный радиус матрицы A для множеств достижи-
мости и матрицы A−1 для множеств 0-управляемости соответственно. Так-
же строго доказано, что в случае ограниченности множества Yt,2,∞ и Xt,2,∞

являются эллипсоидами. Их опорная функция построена явно при помощи
жорданова разложения матрицы A, что сформулировано в виде теоремы 3.
Для подтверждения полученных теоретических результатов проведены чис-
ленные эксперименты для систем разной размерности с различными типами
собственных значений у матрицы A.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Введем в R
n скалярное произведение и векторную норму по формулам

〈x, y〉 △
= xTy =

n
∑

i=1

xiyi, ‖x‖ △
=
√

〈x, y〉 =

√

√

√

√

n
∑

i=1

x2i .

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 1. Без ограничения общности будем счи-
тать, что элементы базиса (4) сгруппированы таким образом, что для неко-
торого M0 6 M верно представление

L<1 = Lin
{

hi,j : i = 1,M0, j = 1, ni

}

.

Для каждого u(k) ∈ R
m определим разложение по базису (4):

Bu(k) =
M
∑

i=1

ni
∑

j=1

hi,jαi,j(k),

где αi,j(k) ∈ R, если λi ∈ R, и αi,j(k) ∈ R
2, если λi ∈ C. С учетом представле-

ния (5) оказываются верными равенства

S−1Bu(k) = vect (α1,1(k), . . . , α1,n1
(k), . . . , αM,1(k), . . . , αM,nM

(k)) ,






β1
...

βM







△
=

N−1
∑

k=0

ΛkS−1Bu(N − k − 1) =

=















N−1
∑

k=0

Jk
1 vect (α1,1(N − k − 1), . . . , α1,n1

(N − k − 1))

...
N−1
∑

k=0

Jk
Mvect (αM,1(N − k − 1), . . . , αM,nM

(N − k − 1))















, N ∈ N.
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Пусть b1, . . . , bm ∈ L<1. Тогда для любых k ∈ N ∪ {0}, i = M0 + 1,M при
всех j = 1, ni верно, что αi,j(k) = 0, а, следовательно, βi = 0.

Зафиксируем i = 1,M0. Пусть для жордановой клетки Ji верно представ-
ление (6). Введем матрицу

P =













0 1 · · · 0

0 0
. . . 0

...
...

. . . 1
0 0 · · · 0













∈ R
ni×ni .

Отметим следующее свойство матрицы P :

(P lx)j =

{

xj+l, j + l 6 ni,

0, j + l > ni,
=

{

xj+l, l 6 ni − j,

0, l > ni − j.

Обозначим через C l
k биномиальные коэффициенты. По биному Ньютона

Jk
i = (λiI + P )k =

k
∑

l=0

C l
kλ

k−l
i P l,







βi,1
...

βi,ni







△
= βi =

N−1
∑

k=0

Jk
i







αi,1(N − k − 1)
...

αi,ni
(N − k − 1)






=

=

N−1
∑

k=0

k
∑

l=0

C l
kλ

k−l
i P l







αi,1(N − k − 1)
...

αi,ni
(N − k − 1)






.

С учетом свойств матрицы P для всех j = 1, ni верно представление

(Π.1) βi,j =
N−1
∑

k=0

min{k,ni−j}
∑

l=0

C l
kλ

k−l
i αi,j+l(N − k − 1).

Полагая N − 1 > ni − j, поменяем порядок суммирования:

βi,j =

ni−j
∑

l=0

N−1
∑

k=l

C l
kλ

k−l
i αi,j+l(N − k − 1) =

=

ni−j
∑

l=0

N−l−1
∑

k=0

C l
k+lλ

k
i αi,j+l(N − k − l − 1).

(Π.2)

Учтем, что u(k) в силу (1) принадлежит эллипсоидальному множеству U =
= {u ∈ R

m : uTHu 6 t2}, которое является компактом. Тогда по теореме Вей-
ерштрасса [22, гл. VII, §2, разд. 2] и непрерывной зависимости чисел αi,j(k)
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от u(k) найдется число αmax > 0 такое, что для всех k ∈ N ∪ {0}, i = 1,M ,
j = 1, ni верно ограничение |αi,j(k)| 6 αmax. Справедлива оценка

|βi,j| 6
ni−j
∑

l=0

N−l−1
∑

k=0

C l
k+l|λi|k|αi,j+l(N − k − l − 1)| 6

6 αmax

ni−j
∑

l=0

∞
∑

k=0

C l
k+l|λi|k =

ni−j
∑

l=0

αmax

(1− |λi|)l+1
=

=
(ni − j + 1)αmax

(1− |λi|)ni−j+1
6

niαmax

(1− |λi|)ni
.

Окончательно получим

(Π.3) ‖βi‖2 =
ni
∑

j=1

|βi,j |2 6
n3
iα

2
max

(1− |λi|)2ni
.

Пусть для жордановой клетки Ji верно представление (7). Полагая P ∈
∈ R

2ni×2ni , получим по биному Ньютона

Jk
i =

(

diag (riAϕi
, . . . , riAϕi

) + P 2
)k

=

=
k
∑

l=0

C l
kdiag

(

rk−l
i A(k−l)ϕi

, . . . , rk−l
i A(k−l)ϕi

)

P 2l,







βi,1
...

βi,ni







△
= βi =

N−1
∑

k=0

Jk
i







αi,1(N − k − 1)
...

αi,ni
(N − k − 1)






=

=
N−1
∑

k=0

k
∑

l=0

diag
(

rk−l
i A(k−l)ϕi

, . . . , rk−l
i A(k−l)ϕi

)

P 2l







αi,1(N − k − 1)
...

αi,ni
(N − k − 1)






.

С учетом свойств матрицы P для всех j = 1, ni верно представление

(Π.4) βi,j =

N−1
∑

k=0

min{k,ni−j}
∑

l=0

C l
kr

k−l
i A(k−l)ϕi

αi,j+l(N − k − 1).

Полагая N − 1 > ni − j, поменяем порядок суммирования:

(Π.5) βi,j =

ni−j
∑

l=0

N−1
∑

k=l

C l
kr

k−l
i A(k−l)ϕi

αi,j+l(N − k − 1) =

=

ni−j
∑

l=0

N−l−1
∑

k=0

C l
k+lr

k−l
i A(k−l)ϕi

αi,j+l(N − k − l − 1).
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Учтем, что u(k) в силу (1) принадлежит эллипсоидальному множеству U =
= {u ∈ R

m : uTHu 6 t2}, которое является компактом. Тогда в силу теоремы
Вейерштрасса [22, гл. VII, §2, разд. 2] и непрерывной зависимости двумерных
векторов αi,j(k) от u(k) найдется число αmax > 0 такое, что для всех k ∈
∈ N∪{0}, i = 1,M , j = 1, ni верно ограничение ‖αi,j(k)‖ 6 αmax. Справедлива
оценка

‖βi,j‖ 6

ni−j
∑

l=0

N−l−1
∑

k=0

C l
k+lr

k
i ‖Akϕi

αi,j+l(N − k − l − 1)‖ =

=

ni−j
∑

l=0

N−l−1
∑

k=0

C l
k+lr

k
i ‖αi,j+l(N − k − l − 1)‖ 6

6 αmax

ni−j
∑

l=0

∞
∑

k=0

C l
k+lr

k
i =

ni−j
∑

l=0

αmax

(1− ri)l+1
=

=
(ni − j + 1)αmax

(1− ri)ni−j+1
6

niαmax

(1− ri)ni
.

Окончательно получим

(Π.6) ‖βi‖2 =
ni
∑

j=1

‖βi,j‖2 6
n3
iα

2
max

(1− ri)2ni
.

Учтем неравенства (Π.3) и (Π.6) и получим для всех N > n и условия
x(0) = 0 оценку

‖x(N)‖ (1)
=

∥

∥

∥

∥

∥

S

N−1
∑

k=0

ΛkS−1Bu(k)

∥

∥

∥

∥

∥

6

6 ‖S‖
(

M0
∑

i=1

‖βi‖2
)

1

2

6
‖S‖

(

M0n
3α2

max

)
1

2

(

1− max
i=1,M0

|λi|
)n ,

т.е. по определению Yt,2,∞ ограничено.

Теперь предположим, что для некоторого m̃ = 1,m выполнено условие
bm̃ 6∈ L<1. Т.е. существует u ∈ R

m такой, что в разложении по базису (4)

Bu =

M
∑

i=1

ni
∑

j=1

hi,jαi,j

для некоторого i = M0 + 1,M и j = 1, ni верно, что αi,j 6= 0. Зафиксируем эти
i, j и N > n. Без ограничения общности будем полагать, что или j = ni, или
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αi,j+1 = . . . = αi,ni
= 0. Пусть Ji удовлетворяет представлению (6). Выберем

u(N − k − 1) =

√
6t sign(λk

i )

(k + 1)π

u√
uTHu

, k = 0, N − 1.

Тогда, с одной стороны,

N−1
∑

k=0

u(k)THu(k) =

N−1
∑

k=0

(√
6t sign(λk

i )

(k + 1)π

)2
uTHu√

uTHu
√
uTHu

<

<
6t2

π2

∞
∑

k=0

1

(k + 1)2
= t2,

т.е. выбранные управляющие воздействия являются допустимыми для систе-
мы (1). С другой стороны, для этого управления согласно (Π.2) βi,j удовле-
творяет соотношению

βi,j =

ni−j
∑

l=0

N−l−1
∑

k=0

C l
k+lλ

k
i αi,j+l(N − k − l − 1) =

=

N−1
∑

k=0

λk
i αi,j(N − k − 1) =

N−1
∑

k=0

|λi|k
√
6t

(k + 1)π

αi,j√
uTHu

>

6

√
6tαi,j

π
√
uTHu

N−1
∑

k=0

1

k + 1

N→∞−−−−→ +∞.

Пусть Ji удовлетворяет представлению (7). Выберем возрастающую
последовательность k1, k2, . . . ∈ N ∪ {0} так, чтобы выполнялось условие
|ϕikp| mod 2π < π

6 для всех p ∈ N. Такая последовательность существует.

Для случая ϕi = 2π K ′

K ′′ достаточно положить kp = pK ′′. Для противоположно-
го случая в силу теоремы Вейля множество {kϕi mod 2π : k ∈ N ∪ {0}} плот-
но в [0; 2π). Положим для всех k = 0, kN

u(kN − k) =











0, k 6∈ {k1, . . . , kN},
√
6t

pπ

u√
uTHu

, k = kp ∈ {k1, . . . , kN}.

Тогда

kN
∑

k=0

u(k)THu(k) =
N
∑

p=1

(√
6t

pπ

)2
uTHu√

uTHu
√
uTHu

<
6t2

π2

∞
∑

p=1

1

p2
= t2,

т.е. выбранные управляющие воздействия являются допустимыми для систе-
мы (1). С другой стороны, для этого управления согласно (Π.5) βi,j удовле-
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творяет соотношению

‖βi,j‖2 =
〈

ni−j
∑

l=0

kN−l
∑

k=0

C l
k+lr

k
i Akϕi

αi,j+l(kN − k − l),

ni−j
∑

l=0

kN−l
∑

k=0

C l
k+lr

k
i Akϕi

αi,j+l(kN − k − l)

〉

=

=

〈

kN
∑

k=0

rki Akϕi
αi,j(kN − k),

kN
∑

k=0

rki Akϕi
αi,j(kN − k)

〉

=

=

〈

N
∑

p=1

r
kp
i Akpϕi

αi,j(kN − kp),
N
∑

q=1

r
kq
i Akqϕi

αi,j(kN − kq)

〉

=

=

N
∑

p=1

N
∑

q=1

r
kp+kq
i

〈

A(kp−kq)ϕi
αi,j(kN − kp), αi,j(kN − kq)

〉

=

=

N
∑

p=1

N
∑

q=1

r
kp+kq
i

6t2

π2pq

‖αi,j‖2
uTHu

cos(ϕi(kp − kq)) >

N
∑

p=1

N
∑

q=1

6t2

π2pq

‖αi,j‖2
2uTHu

=

=
‖αi,j‖2
uTHu

3t2

π2





N
∑

p=1

1

p









N
∑

q=1

1

q





N→∞−−−−→ +∞.

Таким образом, поскольку
∥

∥

∥

∥

∥

kN
∑

k=0

ΛkS−1Bu(kN − k)

∥

∥

∥

∥

∥

= ‖S−1x(kN + 1)‖ 6 ‖S−1‖‖x(kN + 1)‖,

то

‖x(kN + 1)‖ >
1

‖S−1‖

∥

∥

∥

∥

∥

kN
∑

k=0

ΛkS−1Bu(kN − k)

∥

∥

∥

∥

∥

=

=

(

M
∑

l=1

‖βl‖2
)

1

2

‖S−1‖ >
‖βi,j‖
‖S−1‖

N→∞−−−−→ +∞.

Следовательно, по определению Yt,2,∞ неограничено.

Теперь докажем 2-й пункт. Если detA = 0, то существует элемент веще-
ственного жорданова базиса hi,j ∈ R

n \ {0}, соответствующий собственному
значению λi = 0. Тогда в силу (1) верно включение Lin{hi,j} ⊂ Xt,2,∞, кото-
рое приводит к тому, что множество (3) неограничено. Если detA 6= 0, то
в силу определений (2) и (3) множество Yt,2,∞ для системы (A,B,H, t) и
множество Xt,2,∞ для системы (A−1, A−1B,H, t) совпадают. Отсюда следует
пункт 2.

Теорема 1 доказана.
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Дока з а т е л ь с т в о л еммы 1. Без ограничения общности будем считать,
что элементы базиса (4) сгруппированы таким образом, что для некоторого
M0 6 M верно представление

L<1 = Lin
{

hi,j : i = 1,M0, j = 1, ni

}

.

Поскольку H−1 положительно определенная и симметрическая, то для нее
справедливо разложение Холецкого [16, следствие 7.2.9], т.е. найдется ниж-
нетреугольная невырожденная матрица L ∈ R

m×m такая, что H−1 = LLT.
В терминах (5) введем обозначение







γ1,1(k) . . . γ1,m(k)
...

. . .
...

γM,1(k) . . . γM,m(k)







△
= ΛkS−1BL,

где γi,1(k), . . . , γi,m(k) являются векторами, размерность которых совпадает
с размерностью жордановой клетки Ji. Тогда из включения b1, . . . , bm ∈ L<1

следует, что γi,l(k) = 0, если i = M0 + 1,M , l = 1,m. В случае i = 1,M0 векто-
ры γi,l(k) представляют собой произведение степеней жордановых клеток Jk

i

на соответствующие блоки матрицы S−1BL. Следовательно, порядок мало-
сти элементов векторов γi,l(k) совпадает с порядком малости элементов Jk

i ,
которая согласно рассуждениям из [16, разд. 3.2.5] может быть оценена свер-
ху величиной

kni |λi|k 6 knλk
max, где λmax

△
= max{|λ| : λ – собственное значение A, |λ| < 1}.

Отсюда по достаточному признаку сходимости [22, гл. III, §1, разд. 4, след-

ствие 2] следует поэлементная сходимость матричного ряда
∞
∑

k=0

γi,l(k)γj,l(k)
T

для всех i, j = 1,M .

Рассмотрим цепочку равенств

HY =

∞
∑

k=0

AkBH−1BT(Ak)T = S

(

∞
∑

k=0

ΛkS−1BH−1BT(S−1)T(Λk)T

)

ST =

= S

∞
∑

k=0

m
∑

l=1







γ1,l(k)γ1,l(k)
T . . . γ1,l(k)γM,l(k)

T

...
. . .

...
γM,l(k)γ1,l(k)

T . . . γM,l(k)γM,l(k)
T






S−1 =

=

m
∑

l=1

S















∞
∑

k=0

γ1,l(k)γ1,l(k)
T . . .

∞
∑

k=0

γ1,l(k)γM,l(k)
T

...
. . .

...
∞
∑

k=0

γM,l(k)γ1,l(k)
T . . .

∞
∑

k=0

γM,l(k)γM,l(k)
T















S−1.
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Из сходимости матричных рядов в крайней правой части этих соотношений
следует п. 1 леммы 1.

Второй пункт леммы следует из первого в силу того, что собственные
значения A взаимно обратны собственным значениям A−1.

Лемма 1 доказана.

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 2. Докажем п. 1. Для произвольных N ∈
∈ N, u(0), . . . , u(N − 1) ∈ R

m, p ∈ R
n \ {0} введем обозначения

p0 =







(

AN−1B
)T

p
...

BTp






∈ R

mN , u0 =







u(0)
...

u(N − 1)






∈ R

mN ,

H0 =







H . . . O
...

. . .
...

O . . . H






∈ R

mN×mN .

Тогда по определению (2) получим

S(p,Yt,2,∞) = sup
x∈Yt,2,∞

〈p, x〉 =

= sup
N∈N

max
N−1∑

k=0

u(k)THu(k)6t2

〈

p,

N−1
∑

k=0

AkBu(N − k − 1)

〉

=

= sup
N∈N

max
N−1∑

k=0

u(k)THu(k)6t2

N−1
∑

k=0

〈

(

AkB
)T

p, u(N − k − 1)

〉

=

= sup
N∈N

max
uT

0
H0u06t2

〈p0, u0〉 .

С учетом обратимости матрицы H0 и определений (8), (9) верно, что

S(p,Yt,2,∞) = sup
N∈N

t

√

pT0 H
−1
0 p0 = t sup

N∈N

√

√

√

√pT
N−1
∑

k=0

AkBH−1BT(Ak)Tp =

= t

√

√

√

√pT
∞
∑

k=0

AkBH−1BT(Ak)Tp = t

√

pTHYp.

Последний переход корректен, поскольку в силу леммы 1 соответствующий
ряд сходится к HY .

П. 2 теоремы следует из того, что если detA 6= 0, то в силу определений
(2) и (3) множество Yt,2,∞ для системы (A,B,H, t) и множество Xt,2,∞ для
системы (A−1, A−1B,H, t) совпадают.

Теорема 2 доказана.
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Дока з а т е л ь с т в о л еммы 2. Докажем п. 1. Ряд
∞
∑

k=0

AkBH−1BT(Ak)T

в силу леммы 1 сходится к неотрицательно определенной симметрической
матрице HY . Справедливо представление

n−1
∑

k=0

AkBH−1BT(Ak)T = (B . . . An−1B)







H−1 . . . O
...

. . .
...

O . . . H−1













BT

...
(An−1B)T






.

При этом согласно условию управляемости каждый из сомножителей являет-
ся матрицей полного ранга. Следовательно, их произведение также является

матрицей полного ранга [16, разд. 0.4.6], значит, det
n−1
∑

k=0

AkBH−1BT(Ak)T 6= 0.

Поскольку
n−1
∑

k=0

AkBH−1BT(Ak)T также неотрицательно определена и симмет-

рическая по построению, то данная матрица оказывается положительно опре-
деленной. Тогда HY также положительно определена, так как представима
в виде суммы положительно определенной и неотрицательно определенной
матриц:

HY =

∞
∑

k=n

AkBH−1BT(Ak)T +

n−1
∑

k=0

AkBH−1BT(Ak)T.

П. 2 леммы следует из того, что собственные значения A взаимно обратны
собственным значениям A−1.

Лемма 2 доказана.

Лемма 3. Пусть r, q ∈ N∪{0}, числа λ, µ ∈ C такие, что |λ| < 1, |µ| < 1.
Тогда

∞
∑

k=max{r,q}

Cr
kC

q
kλ

k−rµk−q =

min{r,q}
∑

l=0

(r + q − l)!

(r − l)!(q − l)!l!

λq−lµr−l

(1− λµ)r+q−l+1
.

Дока з а т е л ь с т в о л еммы 3. Для доказательства леммы воспользуем-
ся известной формулой для |α| < 1:

(Π.7)

∞
∑

k=0

Cr
k+rα

k =
1

(1− α)r+1
.

Выберем окрестности нуля на комплексной плоскости Oδ1(0),Oδ2(0)⊂C так,
чтобы для любых x ∈ Oδ1(0) и y ∈ Oδ2(0) выполнялись неравенства

|(x+ λ)(y + µ)| < 1,
∣

∣

∣

∣

x(y + µ)

1− λ(y + µ)

∣

∣

∣

∣

< 1,

∣

∣

∣

∣

yλ

1− λµ

∣

∣

∣

∣

< 1.
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Такие окрестности существуют, поскольку |λ| < 1, |µ| < 1. Рассмотрим функ-
цию G : Oδ1(0) ×Oδ2(0) → C следующего вида:

G(x, y) =
1

1− (x+ λ)(y + µ)
.

С одной стороны,

G(x, y)
(Π.7)
=

∞
∑

k=0

(x+ λ)k(y + µ)k =
∞
∑

k=0

k
∑

r=0

k
∑

q=0

C
q
kC

r
kλ

k−rµk−qxryq =

=

∞
∑

r=0

∞
∑

q=0





∞
∑

k=max{r,q}

C
q
kC

r
kλ

k−rµk−q



xryq.(Π.8)

С другой стороны, из определений δ1 и δ2 получим

G(x, y) =
1

1− λ(y + µ)− x(y + µ)
=

1

1− λ(y + µ)

1

1− x(y+µ)
1−λ(y+µ)

(Π.7)
=

(Π.7)
=

1

1− λ(y + µ)

∞
∑

r=0

(

x(y + µ)

1− λ(y + µ)

)r

=

=

∞
∑

r=0

xr(y + µ)r
1

(1− λ(y + µ))r+1
=

=

∞
∑

r=0

r
∑

l=0

xrC l
ry

lµr−l 1

(1− λµ)r+1

1
(

1− yλ
1−λµ

)r+1

(Π.7)
=

(Π.7)
=

∞
∑

r=0

r
∑

l=0

∞
∑

q=0

xrC l
ry

lµr−l 1

(1− λµ)r+1
Cr
r+q

(

yλ

1− µλ

)q

=(Π.9)

=
∞
∑

r=0

r
∑

l=0

∞
∑

q=l

xrC l
ry

lµr−l 1

(1− λµ)r+1
Cr
r+q−l

(

yλ

1− µλ

)q−l

=

=

∞
∑

r=0

r
∑

l=0

∞
∑

q=l

C l
rC

r
r+q−lµ

r−lλq−l

(1− λµ)q+r−l+1
xryq =

=

∞
∑

r=0

∞
∑

q=0





min{r,q}
∑

l=0

C l
rC

r
r+q−lµ

r−lλq−l

(1− λµ)q+r−l+1



xryq.

Поскольку G(x, y) аналитическая на области определения по построению, то
представима в виде степенного ряда единственным образом [23, разд. А, гл. I].
Поэтому из представлений (Π.8) и (Π.9) следует, что лемма 3 верна.
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Лемма 4. Пусть r, q ∈ N∪{0}, числа λ, µ ∈ C такие, что |λ| > 1, |µ| > 1.
Тогда

∞
∑

k=1

Cr
k+r−1C

q
k+q−1λ

−k−rµ−k−q =

min{r,q}
∑

l=0

(r + q − l)!

(r − l)!(q − l)!l!

(−1)lλq−lµr−l

(λµ− 1)r+q−l+1
.

Дока з а т е л ь с т в о л еммы 4. Выберем окрестности нуля на ком-
плексной плоскости Oδ1(0),Oδ2(0)⊂ C так, чтобы для любых x ∈ Oδ1(0) и
y ∈ Oδ2(0) выполнялись неравенства

|(λ− x)| > 1, |(µ − y)| > 1,

∣

∣

∣

∣

x(µ− y)

λ(µ− y)− 1

∣

∣

∣

∣

< 1,

∣

∣

∣

∣

yλ

λµ− 1

∣

∣

∣

∣

< 1.

Такие окрестности существуют, поскольку |λ| > 1, |µ| > 1. Рассмотрим функ-
цию F : Oδ1(0)×Oδ2(0) → C следующего вида:

F (x, y) =
1

(λ− x)(µ− y)− 1
.

С одной стороны,

F (x, y) =
1

(λ− x)(µ − y)

1

1− (λ− x)−1(µ− y)−1

(Π.7)
=

(Π.7)
=

1

(λ− x)(µ − y)

∞
∑

k=0

(λ− x)−k(µ− y)−k =

∞
∑

k=0

1

(λ− x)k+1

1

(µ− y)k+1
=

=

∞
∑

k=0

1

(λµ)k+1

1
(

1− x
λ

)k+1

1
(

1− y
µ

)k+1

(Π.7)
=

(Π.7)
=

∞
∑

k=0

1

(λµ)k+1

∞
∑

r=0

Cr
k+r

(x

λ

)r
∞
∑

q=0

C
q
k+q

(

y

µ

)q

=

=

∞
∑

r=0

∞
∑

q=0

∞
∑

k=0

Cr
k+rC

q
k+qλ

−r−k−1µ−q−k−1xryq =

=
∞
∑

r=0

∞
∑

q=0

(

∞
∑

k=1

Cr
k+r−1C

q
k+q−1λ

−r−kµ−q−k

)

xryq.(Π.10)
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С другой стороны,

F (x, y) =
1

λ(µ− y)− 1− x(µ− y)
=

1

λ(µ − y)− 1

1

1− x(µ−y)
λ(µ−y)−1

(Π.7)
=

(Π.7)
=

1

λ(µ− y)− 1

∞
∑

r=0

(

x(µ − y)

λ(µ − y)− 1

)r

=

∞
∑

r=0

xr(µ − y)r

(λµ− 1− λy)r+1
=

=
∞
∑

r=0

r
∑

l=0

xrC l
r(−y)lµr−l 1

(λµ − 1)r+1

1
(

1− yλ
λµ−1

)r+1

(Π.7)
=

(Π.7)
=

∞
∑

r=0

r
∑

l=0
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q=0

xrC l
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(λµ − 1)r+1
Cr
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(

yλ

λµ− 1

)q

=

=

∞
∑

r=0

r
∑

l=0

∞
∑

q=l

xrC l
r(−y)lµr−l 1

(λµ− 1)r+1
Cr
r+q−l

(

yλ

λµ− 1

)q−l

=

=
∞
∑

r=0

r
∑

l=0

∞
∑

q=l

(−1)lC l
rC

r
r+q−lµ

r−lλq−l

(λµ− 1)q+r−l+1
xryq =

=

∞
∑

r=0

∞
∑

q=0





min{r,q}
∑

l=0

(−1)lC l
rC

r
r+q−lµ

r−lλq−l

(1− λµ)q+r−l+1



xryq.(Π.11)

Поскольку F (x, y) аналитическая на области определения по построению, то
представима в виде степенного ряда единственным образом [23, разд. А, гл. I].
Значит, из представлений (Π.10) и (Π.11) следует, что лемма 4 верна.

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 3. Докажем п. 1. В силу (10) и определе-
ния HY

HY = S

(

∞
∑

k=0

ΛkS−1BH−1BT(S−1)T(Λk)T

)

ST =

= S







∞
∑

k=0







Jk
1D11(J

k
1 )

T . . . Jk
1D1M (Jk

M )T

...
. . .

...
(Jk

M )TDM1(J
k
1 )

T . . . Jk
MDMM (Jk

M )T












ST,

т.е. верно, что

HY
ij =

∞
∑

k=0

Jk
i Dij(J

k
j )

T.

Из включения b1, . . . , bm ∈ L<1 и (10) вытекает, что Dij = O, если |λi| > 1
или |λj | > 1, т.е. HY

ij = O. В противоположном случае учтем, что для k > n0
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справедливо равенство P k
n0

= O, и рассмотрим ряд

∞
∑

k=0

Jk
i Dij(J

k
j )

T =

∞
∑

k=0

(λiI + Pni
)k Dij

(

λjI + PT
nj

)k

=

=

∞
∑

k=0

min{k,ni−1}
∑

r=0

min{k,nj−1}
∑

q=0

Cr
kλ

k−r
i P r

ni
DijC

q
kλ

k−q
j (P q

nj
)T =

=

ni−1
∑

r=0

nj−1
∑

q=0

∞
∑

k=max{r,q}

Cr
kC

q
kλ

k−r
i λ

k−q
j P r

ni
Dij(P

q
nj
)T.

Тогда с учетом леммы 3 п. 1 доказан.

Теперь докажем п. 2. В силу (10) и определения HX

HX = S

(

∞
∑

k=1

Λ−kS−1BH−1BT(S−1)T(Λ−k)T

)

ST =

= S







∞
∑

k=1







J−k
1 D11(J

−k
1 )T . . . J−k

1 D1M (J−k
M )T

...
. . .

...

(J−k
M )TDM1(J

−k
1 )T . . . J−k

M DMM (J−k
M )T












ST,

т.е. верно, что

HX
ij =

∞
∑

k=1

J−k
i Dij(J

−k
j )T.

Согласно [16, разд. 3.2.5] для жордановой клетки верно представление

(Π.12) J−k
i =

ni−1
∑

r=0

(−1)rCr
k+r−1

1

λk+r
i

P r
ni
.

Из включения b1, . . . , bm ∈ L>1 и (10) вытекает, что Dij = O, если |λi| 6 1
или |λj | 6 1, т.е. HX

ij = O. В противоположном случае учтем, что для k > n0

справедливо равенство P k
n0

= O, и рассмотрим ряд

∞
∑

k=1

Jk
i Dij(J

k
j )

T =

∞
∑

k=1

(λiI + Pni
)−k Dij

(

λjI + PT
nj

)−k (Π.12)
=

(Π.12)
=

∞
∑

k=0

ni−1
∑

r=0

nj−1
∑

q=0

(−1)r+qCr
k+r−1C

q
k+q−1

1

λk+r
i

1

λ
k+q
j

P r
ni
Dij(P

q
nj
)T =

=

ni−1
∑

r=0

nj−1
∑

q=0

∞
∑

k=1

Cr
k+r−1C

q
k+q−1(−λi)

−k−r(−λj)
−k−qP r

ni
Dij(P

q
nj
)T.

Тогда с учетом леммы 4 доказан п. 2.

Теорема 3 доказана.
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