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ОПИСАНИЕ ПРЕДЕЛЬНЫХ МНОЖЕСТВ ДОСТИЖИМОСТИ
И 0-УПРАВЛЯЕМОСТИ ДЛЯ ЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ
С ДИСКРЕТНЫМ ВРЕМЕНЕМ И СУММАРНЫМИ

ОГРАНИЧЕНИЯМИ ВТОРОГО ПОРЯДКА1

Рассматривается линейная система с дискретным временем и суммар-
ными ограничениями на управление второго порядка. Исследуются свой-
ства предельных множеств достижимости и 0-управляемости системы.
Получены необходимые и достаточные условия ограниченности данных
множеств, в том числе для не полностью управляемых систем. Доказа-
но, что в случае ограниченности эти множества являются эллипсоидами,
а их опорная функция построена явным образом. Проведено численное
моделирование.
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жимость, предельное множество достижимости, предельное множество
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1. Введение

Исследование множеств достижимости и 0-управляемости является одной
из актуальных задач математической теории управления. С прикладной точ-
ки зрения эти множества могут быть использованы для конструирования
регуляторов, проверки разрешимости краевых задач, анализа качества про-
цессов. Например, такой подход применяется в следующих современных ра-
ботах [1–5]. При изучении свойств управляемости и достижимости также ока-
зываются важны предельные множества достижимости и 0-управляемости.
Это связано с тем, что для систем с ограниченным управлением классических
ранговых условий Калмана недостаточно, чтобы судить о достижимости тех
или иных состояний за произвольное конечное время.

Следует отметить, что по применяемому математическому аппарату и ме-
тодам решения задач анализа и синтеза динамические системы в теории
управления разделяются на два фундаментальных класса: системы с дис-
кретным временем и системы с непрерывным временем. Однако в настоящее
время в связи с развитием цифровых технологий изучение непрерывных си-
стем часто производится методом дискретизации и сведения их к дискретным

1 Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда (грант
№25-21-00487).
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аналогам [6]. Это определяет актуальность разработки эффективных числен-
ных методов исследования именно систем с дискретным временем. По выше-
описанным причинам интерес представляют методы построения предельных
множеств достижимости и 0-управляемости, которые для дискретного вре-
мени сводятся к вычислению предела последовательности компактов.

Для систем общего вида единственным доступным подходом к решению
этой задачи является исследование отдельных состояний на достижимость и
управляемость, что фактически является поточечным построением искомых
множеств [7–9]. Для класса линейных систем доступны различные анали-
тические методы, основанные на применении аппарата выпуклого и функ-
ционального анализа. Хорошо себя зарекомендовал метод, заключающий-
ся в рассмотрении предельных множеств достижимости и 0-управляемости
в качестве неподвижных точек сжимающих отображений в пространстве
Хаусдорфа [10, 11]. Такой подход позволяет, с одной стороны, использовать
метод простой итерации для приближения к неподвижной точке, с другой
стороны, строить внешние оценки предельных множеств с произвольным по-
рядком точности.

Основная часть изложенных результатов касается систем с геометриче-
скими ограничениями на управление. В случае суммарных ограничений си-
туация сложнее: множества достижимости и 0-управляемости не являются
многогранниками даже при скалярном управлении [12], а их описание в ре-
куррентной форме оказывается невозможным при помощи стандартных ма-
тематических конструкций [13]. На данный момент в [14] предложено обобще-
ние подхода, основанного на принципе сжимающих отображений [10, 11], для
систем с суммарными ограничениями на скалярное управление. Отдельно
в [14, лемма 3] для ограничений второго порядка и диагонализируемой мат-
рицы системы получено описание множеств достижимости и 0-управляемости
в виде эллипсоидов.

Целью данной статьи является обобщение [14] на случай линейных систем
с произвольной матрицей динамики и суммарными ограничениями второго
порядка на векторное управление. В частности, требуется установить необхо-
димые и достаточные условия ограниченности предельных множеств дости-
жимости и управляемости в терминах параметров системы, получить их яв-
ное описание при помощи опорной функции или функционала Минковского.

Статья имеет следующую структуру. В разделе 2 вводятся понятия пре-
дельных множеств достижимости и 0-управляемости, производится поста-
новка задачи. В разделе 3 формулируются необходимые и достаточные усло-
вия ограниченности этих множеств. Раздел 4 посвящен описанию структу-
ры предельных множеств достижимости и 0-управляемости для линейных
систем с суммарными ограничениями второго порядка. В разделе 5 демон-
стрируются полученные теоретические результаты при помощи численного
моделирования.
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2. Постановка задачи

Рассматривается линейная стационарная система с дискретным временем
и суммарными ограничениями на управление второго порядка (A,B,H, t):

(1)

x(k + 1) = Ax(k) +Bu(k), k ∈ N ∪ {0},
∞∑

k=0

u(k)THu(k) 6 t2,

где x(k)∈Rn – вектор состояния, u(k)∈Rm – вектор управления, H ∈Rm×m –
положительно определенная симметрическая матрица, A∈Rn×n, B ∈Rn×m –
матрицы системы, t > 0 – параметр, определяющий суммарное ограничение.

Обозначим для системы (1) через Yt,2,∞ предельное множество достижи-
мости – множество тех состояний, в которые можно перевести систему (1) из
начала координат за конечное число шагов:

(2) Yt,2,∞ =

{

x ∈ R
n : ∃N ∈ N, u(0), . . . , u(N − 1) ∈ R

m,

N−1∑

k=0

u(k)THu(k) 6 t2, x(0) = 0, x(N) = x

}

.

Аналогично обозначим для системы (1) через Xt,2,∞ предельное множество
0-управляемости – множество тех состояний, из которых можно перевести
систему (1) в начало координат за конечное число шагов:

(3) Xt,2,∞ =

{

x ∈ R
n : ∃N ∈ N, u(0), . . . , u(N − 1) ∈ R

m,

N−1∑

k=0

u(k)THu(k) 6 t2, x(0) = x, x(N) = 0

}

.

Требуется получить точное описание множеств Yt,2,∞ и Xt,2,∞ в терми-
нах их функционалов Минковского и опорных функций, а также определить
необходимые и достаточные условия ограниченности.

Зам е ч а ни е 1. Обозначения для множеств (2) и (3) выбраны в соответ-
ствии с [12, 14]. В данных работах допускается произвольный порядок огра-
ничений r ∈ (1;+∞), и аналогичные множества обозначаются через Yt,r,∞
и Xt,r,∞. Эта статья сфокусирована на изучении важного частного случая
квадратичных ограничений, задаваемых через положительно определенную
квадратичную форму, что определяет наличие знака 2 в индексах Yt,2,∞
и Xt,2,∞.
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3. Необходимые и достаточные условия ограниченности
предельных множеств

Как продемонстрировано в [12, теоремы 2, 3] и [15, теорема 3], усло-
вия ограниченности предельных множеств достижимости и 0-управляемости
определяются соотношением между матрицами A и B. Обозначим через
h1, . . . , hn ∈ R

n \ {0} вещественный жорданов базис матрицы A [16, разд. 3.4,
Гл. 3], состоящий из ее собственных и присоединенных векторов либо из их
мнимых и вещественных частей. Рассмотрим следующие инвариантные под-
пространства:

L<1 = Lin{h : h соответствует собственному значению λ, |λ| < 1},
L>1 = Lin{h : h соответствует собственному значению λ, |λ| > 1}.

Сгруппируем элементы вещественного жорданова базиса следующим об-
разом:

(4) h1,1, . . . , h1,n1 , . . . , hM,1, . . . , hM,nM
,

где hi,j ∈ R
n – присоединенный вектор матрицы A ранга j, соответствующий

собственному значению λi ∈ R, или hi,j = (hrei,j h
im
i,j ) ∈ R

n×2 – действительная
и мнимая части присоединенного вектора матрицы A ранга j, соответствую-
щего собственному значению λi ∈ C. Тогда вещественная жорданова форма
матрицы A состоит из M клеток, а ni или 2ni – размерность i-й клетки в за-
висимости от типа собственного значения. Причем в силу [16, теорема 3.4.5]
верно представление

(5)

A = SΛS−1,

S =
(
h1,1, . . . , h1,n1 , . . . , hM,1, . . . , hM,nM

)
,

Λ = diag (J1, . . . , JM ).

Для всех i = 1,M жорданова клетка Ji имеет один из следующих двух видов:

Ji =









λi 1 · · · 0

0 λi
. . . 0

...
...

. . . 1
0 0 · · · λi









∈ R
ni×ni , λi ∈ R,(6)

Ji =









riAϕi
I · · · O

O riAϕi

. . . O
...

...
. . . I

O O · · · riAϕi









∈ R
2ni×2ni , λi = rie

iϕi ∈ C.(7)

Здесь и далее через Aϕ и I ∈ R
2×2 обозначены матрица поворота и единичная

матрица соответственно:

Aϕ =

(
cosϕ sinϕ
− sinϕ cosϕ

)

, I =

(
1 0
0 1

)

.
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Справедлив следующий критерий ограниченности множеств Yt,2,∞ и
Xt,2,∞.

Те ор ем а 1. Пусть в системе (1) множества Yt,2,∞ и Xt,2,∞ опре-
деляются соотношениями (2) и (3) соответственно, B = (b1, . . . , bm).
Тогда

1) Yt,2,∞ ограничено тогда и только тогда, когда b1, . . . , bm ∈ L<1;
2) Xt,2,∞ ограничено тогда и только тогда, когда detA 6= 0 и b1, . . . , bm ∈

∈ L>1.

Доказательство теоремы 1 и всех последующих утверждений вынесено в
Приложение.

Прим ер 1. Рассмотрим для n = 3 и m = 2 матрицы

A =





1 0 1
1 1 0
0 1 1









2 0 0
0 0,9 1
0 0 0,9









1 0 1
1 1 0
0 1 1





−1

, B =





1 −1
1 1
2 0



 , H =

(
1 0
0 1

)

.

Вообще говоря, в классическом понимании для дискретной системы (1) мат-
рица A не является устойчивой, так как обладает собственным значением
λ1 = 2, превосходящим 1 по модулю. В то же время верно представление

L<1 = Lin











0
1
1



,





1
0
1










, b1 =





0
1
1



+





1
0
1



∈ L<1, b2 =





0
1
1



−





1
0
1



∈ L<1.

Отсюда следует, что условие п. 1 теоремы 1 выполнено и предельное множе-
ство достижимости Yt,2,∞ системы (A,B,H, t) ограничено.

С другой стороны, если для m = 1 выбрать

B = (2, 2, 0)T, H = 1,

то окажутся верными представления

L>1 = Lin











1
1
0










, b1 = 2





1
1
0



 ∈ L>1.

Тогда система (A,B,H, t) будет удовлетворять условиям п. 2 теоремы 1, и
ограниченным окажется предельное множество 0-управляемости Xt,2,∞.

4. Описание предельных множеств достижимости
и 0-управляемости в виде эллипсоидов

Теорема 1 определяет необходимые и достаточные условия ограниченности
множеств (2) и (3), но не конкретизирует их структуру. В действительности
в случае ограниченности множества Yt,2,∞ и Xt,2,∞ являются эллипсоида-
ми. Аналогичный результат был получен в [14, лемма 3], но только в случае
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скалярного управления и диагонализируемой матрицы A. Для системы (1)
задача построения матриц квадратичных форм эллипсоидов Yt,2,∞ и Xt,2,∞
сводится к суммированию матричных рядов. Приведем необходимые для это-
го теоретические сведения.

Лемма 1. Пусть в системе (1) B = (b1, . . . , bm).

1) Если b1, . . . , bm ∈ L<1, то следующий ряд сходится:

HY
△
=

∞∑

k=0

AkBH−1BT(Ak)T;

2) если detA 6= 0 и b1, . . . , bm ∈ L>1, то следующий ряд сходится:

HX
△
=

∞∑

k=1

A−kBH−1BT(A−k)T.

Для описания предельных множеств достижимости и 0-управляемости си-
стемы (1) обобщим понятие эллипсоида. Классическое определение предпо-
лагает, что для некоторой положительно определенной симметрической H ∈
∈ R

m×m и t > 0 эллипсоидом называется множество

U =
{
u ∈ R

m : uTHu 6 t2
}
.

В этом случае U определяется фактически через функционал Минковского
[17, §15, гл. III].

Однако данное определение не подходит для описания эллипсоидальных
множеств, размерность которых меньше размерности пространства. В этом
случае оказывается удобнее определить множество U через опорную функ-
цию [17, §4, гл. I]. Для неотрицательно определенной симметрической H̃ ∈
∈ R

m×m и t > 0 эллипсоидом будем называть множество U ⊂ R
m, опорная

функция которого определяется равенством

(8) S(p,U) △
= sup

u∈U
pTu = t

√

pTH̃p.

Если матрица H̃ положительно определена и, как следствие, невырожденна,
то верно также и представление для функционала Минковского:

(9) µ(u,U) △
= inf{γ > 0: u ∈ γU} = 1

t

√

uTH̃−1u.

Прим ер 2. Рассмотрим двумерный круг в трехмерном пространстве:

U =
{
u ∈ R

3 : u21 + u22 6 1, u3 = 0
}
.

Множество U можно считать эллипсоидом в обобщенном смысле, хотя оно не
описывается единственным неравенством для квадратичной формы. Тем не
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менее для опорной функции U справедливо представление

S(p,U) =
√

p21 + p22 =

√

pTH̃p, H̃ =





1 0 0
0 1 0
0 0 0



 .

Здесь H ∈ R
3×3 является неотрицательно определенной и вырожденной, что

не позволяет с ее помощью перейти к формуле (9) для функционала Мин-
ковского.

Те ор ем а 2. Пусть HY ,HX ∈ R
n×n взяты из леммы 1. Тогда

1) если Yt,2,∞ ограничено, то верно представление для опорной функции

S(p,Yt,2,∞) = t
√

pTHYp ;

2) если Xt,2,∞ ограничено, то верно представление для опорной функции

S(p,Xt,2,∞) = t
√

pTHXp.

Теорема 2 утверждает, что в случае ограниченности множества Yt,2,∞
и Xt,2,∞ являются эллипсоидами. Переход к описанию с помощью функцио-
нала Минковского возможен только в случае обратимости матриц HY и HX .
Гарантировать это свойство можно, например, для частного случая управ-
ляемых систем.

Лемма 2. Пусть для системы (1) выполнено условие управляемости

rank (B AB . . . An−1B) = n.

Тогда

1) если b1, . . . , bm ∈ L<1, то detHY 6= 0;
2) если detA 6= 0 и b1, . . . , bm ∈ L>1, то detHX 6= 0.

Согласно лемме 2, теореме 2 и выражениям (8)–(9) в случае управляемой
системы (1) верно представление для функционала Минковского:

µ(x,Yt,2,∞) =
1

t

√

xTH−1
Y x, µ(x,Xt,2,∞) =

1

t

√

xTH−1
X x.

Зам е ч а ни е 2. Матрицы HY и HX обычно называются грамианами ли-
нейной системы с дискретным временем. Если матрица A шуровская, т.е.
все ее собственные значения по модулю меньше 1, то HY является решением
дискретного уравнения Ляпунова [18, Теорема К.2]:

P = APAT +BH−1BT.

Известно большое количество численных методов решения данного уравне-
ния [19, 20]. Также одним из распространенных аналитических подходов яв-
ляется использование канонического жорданова разложения матрицы A [21].
Далее в статье уточним этот подход для более общего случая, который опре-
деляется теоремой 1 и допускает не только шуровские матрицы A, и построим
явный вид грамианов HY и HX .
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Хоть теорема 2 и определяет структуру множеств (2) и (3) системы (1),
их построение сводится к вычислению матричных рядов из леммы 1 для
HY и HX . Для вычисления этих рядов используем каноническую жорданову
форму матрицы A [16, теорема 3.1.11]:

(10)

A = SΛS−1,

S ∈ C
n×n, detS 6= 0, Λ = diag (J1, . . . , JM ) ∈ C

n×n,

Ji = λiI + Pni
∈ C

ni×ni , Pni
=









0 1 · · · 0

0 0
. . . 0

...
...

. . . 1
0 0 · · · 0









∈ R
ni×ni , i = 1,M,

n1 + . . .+ nM = n.

Здесь λi ∈ C является собственным значением матрицы A кратности ni.

В обозначениях (10) для всех i, j = 1,M определим матрицы Dij ∈ C
ni×nj

из следующих соотношений:





D11 . . . D1M
...

. . .
...

DM1 . . . DMM






△
= S−1BH−1BT(S−1)T,

для λiλj 6= 1 введем матрицы

Γij
△
=

ni−1∑

r=0

nj−1
∑

q=0

min{r,q}
∑

l=0

(r + q − l)!
(r − l)!(q − l)!l!

λr−l
i λq−l

j

(1− λiλj)r+q−l+1
P r
ni
Dij(P

q
nj
)T.

Те ор ем а 3. Пусть HY и HX взяты из леммы 1. Тогда

1) если b1, . . . , bm ∈ L<1, то

HY = S






ΓY
11 . . . ΓY

1M
...

. . .
...

ΓY
M1 . . . ΓY

MM




ST,

где для всех i, j = 1,M в случае |λi| > 1 или |λj| > 1 верно, что ΓY
ij = O, либо

в случае |λi|, |λj | ∈ [0; 1) верно, что ΓY
ij = Γij ;

2) если detA 6= 0 и b1, . . . , bm ∈ L>1, то

HX = S






ΓX
11 . . . ΓX

1M
...

. . .
...

ΓX
M1 . . . ΓX

MM




ST,

где для всех i, j = 1,M в случае |λi| 6 1 или |λj | 6 1 верно, что ΓX
ij = O, либо

в случае |λi|, |λj | ∈ (1;+∞) верно, что ΓX
ij = −Γij.
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В общем случае матрицы в разложении (10) и, как следствие, матрицы Γij

могут быть комплексными. Однако в результате преобразований HY и HX
окажутся действительными.

Прим ер 3. Рассмотрим матрицы

A =

( √
2
√
2

−
√
2
√
2

)

, B =

(
1 0
0 1

)

, H =

(
2 1
1 2

)

.

Матрица A обладает комплексно-сопряженными собственными значениями
λ1 =

√
2 + i

√
2, λ2 =

√
2− i

√
2 и следующим разложением вида (10):

A =

(
−i i

1 1

)(√
2 + i

√
2 0

0
√
2− i

√
2

)(
−i i

1 1

)−1

.

В силу теоремы 1 предельное множество 0-управляемости Xt,2,∞ ограничено,
и в обозначениях теоремы 3 верно, что M = 2, n1 = n2 = 1 и

S−1BH−1B
(
S−1

)T
=






i

2
1

1 − i

2




 .

Это приводит к следующим значениям:

−ΓX
11 =

1−1∑

r=0

1−1∑

q=0

min{r,q}
∑

l=0

(r + q − l)!
(r − l)!(q − l)!l!

λr−l
1 λq−l

1

(1− λ1λ1)r+q−l+1
P r
1D11(P

q
1 )

T =

=
1

1− (
√
2 + i

√
2)2

i

2
,

−ΓX
22 =

1

1− (
√
2− i

√
2)2

(

− i

2

)

, −ΓX
12 = −ΓX

21 =
1

1− (
√
2 + i

√
2)(
√
2− i

√
2)
,

HX =






22

51
− 1

17

− 1

17

46

51




 , S(p,Xt,2,∞) =

√

22

51
p21 −

2

17
p1p2 +

46

51
p22.

5. Численные эксперименты

Продемонстрируем результаты теорем 1–3 при помощи численного моде-
лирования. Рассмотрим различные дискретные системы вида (1), обладаю-
щие ограниченными множествами достижимости Yt,2,∞. Сначала построим
данные множества явно при помощи теоремы 3. Затем сгенерируем набор
допустимых процессов и отметим их терминальные состояния как элементы
предельного множества достижимости. Все численные значения для кратко-
сти будем округлять до четвертого знака после запятой.
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Рис. 1. Множество Yt,2,∞ и различные терминальные состояния для системы
(A,B,H, t) из примера 4.

Прим ер 4. Рассмотрим систему (1) для n = m = 2 и следующих значе-
ний параметров:

A =

(
0,8791 −1,1321
0,6429 0,0934

)

= S

(
0,4863 + 0,7573i 0

0 0,4863 − 0,7573i

)

S−1,

S =

(
0,7986 0,7986

0,2771 − 0,5342i 0,2771 + 0,5342i

)

,

B =

(
1 1
1 −1

)

, H =

(
2 1
1 2

)

, t = 1.

Матрица A обладает парой комплексно-сопряженных собственных значений
λ1,2 = 0,4863±0,7573i, которые по модулю строго меньше 1. Следовательно, в
силу теоремы 1 множество Yt,2,∞ ограничено, а согласно теореме 2 является
эллипсоидом. Матрица HY может быть вычислена явно при помощи теоре-
мы 3. Верны следующие значения параметров:

M = 2, n1 = n2 = 1,

D11 = −1,5609 − 0,2711i, D12 = D21 = 2,0836, D22 = −1,5609 + 0,2711i.

Это приводит к равенству

HY = S







D11

1− λ1λ1
D12

1− λ1λ2
D21

1− λ2λ1
D22

1− λ2λ2






ST =

(
12,9553 3,9416
3,9416 7,8973

)

.

Предельное множество достижимости (2) и терминальные состояния различ-
ных процессов изображены на рис. 1.
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Рис. 2. Множество Yt,2,∞ и различные терминальные состояния для системы
(A,B,H, t) из примера 5.

Прим ер 5. Рассмотрим систему (1) для n = m = 2 и следующих значе-
ний параметров:

A =

(
−1,3315 −0,0769
2,7692 −0,4085

)

= S

(
−0,87 1

0 −0,87

)

S−1,

S =

(
−1 1
6 7

)

, B =

(
1 1
1 −1

)

, H =

(
1 0,5
0,5 2

)

, t = 1.

Матрица A обладает одним вещественным собственным значением λ1 =
= −0,87, которое по модулю строго меньше 1. Следовательно, в силу тео-
ремы 1 множество Yt,2,∞ ограничено, а согласно теореме 2 является эллип-
соидом. Матрица HY может быть вычислена явно при помощи теоремы 3.
Верны следующие значения параметров:

M = 1, n1 = 2, D11 =

(
0,2975 −0,2739
−0,2739 0,2975

)

.

Это приводит к равенству

HY = S

(

D11

1− λ21
+
λ1D11P

T
2

(
1− λ21

)2 +
λ1P2D11
(
1− λ21

)2 +
P2D11P

T
2

(
1− λ21

)2 + 2
λ21P2D11P

T
2

(
1− λ21

)3

)

ST =

=

(
57,9130 −259,9758
−259,9758 1241,6945

)

.

Предельное множество достижимости (2) и терминальные состояния различ-
ных процессов изображены на рис. 2.
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Рис. 3. Множество Yt,2,∞ и различные терминальные состояния для системы
(A,B,H, t) из примера 6.

Прим ер 6. Рассмотрим систему (1) для n = 3, m = 2 и следующих зна-
чений параметров:

A =





−0,8421 −0,0196 0,0976
0,3013 −0,9058 0,1081
−0,1239 −0,0093 −0,9540



 =

= S





−0,8910 + 0,1270i 0 0
0 −0,8910 − 0,1270i 0
0 0 −0,92



S−1,

S =





0,1703 + 0,3405i 0,1703 − 0,3405i −0,1562
0,8513 0,8513 0,9370

−0,3575 + 0,0511i −0,3575 − 0,0511i 0,3123



 ,

B =

(
1 1
2 0
1 1

)

, H =

(
1 0
0 1

)

.

Также примем t = 1. Матрица A обладает парой комплексно-сопряженных
собственных значений λ1,2 = −0,8910 ± 0,1270i и одним вещественным соб-
ственным значением λ3 = −0,92, которые по модулю строго меньше 1. Сле-
довательно, в силу теоремы 1 множество Yt,2,∞ ограничено, а согласно тео-
реме 2 является эллипсоидом. Матрица HY может быть вычислена явно при
помощи теоремы 3 аналогично примеру 4:

M = 3, n1 = n2 = n3 = 1,

HY =





7,5669 4,6171 1,4047
4,6171 20,2330 −5,4371
1,4047 −5,4371 26,3126



 .

Предельное множество достижимости (2) и терминальные состояния различ-
ных процессов изображены на рис. 3.
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Рис. 4. Множество Yt,2,∞ и различные терминальные состояния для системы
(A,B,H, t) из примера 7.

Прим ер 7. Рассмотрим систему (1) для n = 3, m = 2 и следующих зна-
чений параметров:

A =





−0,4838 −0,1586 −0,2412
1,9715 0,2153 3,1897
−1,1023 0,3068 −0,5215



 = S





0,95 0 0
0 −0,87 1
0 0 −0,87



S−1,

S =





−1 1 3
6 7 1
2 −3 0



 , B =





1 0
1 1
0 2



 , H =

(
1 1
1 2

)

, t = 1.

Матрица A обладает вещественным некратным собственным значением λ1 =
= 0,95 и вещественным кратным собственным значением λ2 = −0,87, кото-
рые по модулю строго меньше 1. Следовательно, в силу теоремы 1 множе-
ство Yt,2,∞ ограничено, а согласно теореме 2 является эллипсоидом. Мат-
рица HY может быть вычислена явно при помощи теоремы 3 аналогично
примеру 5:

M = 2, n1 = 1, n2 = 2,

HY =





11,1345 52,5427 −32,4125
52,5427 735,8157 −266,4128
−32,4125 −266,4128 136,2212



 .

Предельное множество достижимости (2) и терминальные состояния различ-
ных процессов изображены на рис. 4.

В примерах 4–7 рассмотрено построение только предельных множеств до-
стижимости (2), так как численное моделирование его элементов является
более простым в сравнении с множеством 0-управляемости (3). В то же время
согласно теоремам 1–3 построение множества Yt,2,∞ происходит аналогичным
образом. Также следует отметить, что случай m = 1 подробно рассмотрен
в [14], а потому здесь не приводится.
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6. Заключение

В статье решена задача построения предельных множеств достижимости
и 0-управляемости для линейных систем с дискретным временем и суммар-
ными ограничениями второго порядка. Сформулированы необходимые и до-
статочные условия ограниченности данных множеств в виде теоремы 1, кото-
рые сводятся к соотношению матрицы B и собственных подпространств L<1

и L>1. В случае управляемых по Калману систем эти условия эквивалентны
ограничению на спектральный радиус матрицы A для множеств достижи-
мости и матрицы A−1 для множеств 0-управляемости соответственно. Так-
же строго доказано, что в случае ограниченности множества Yt,2,∞ и Xt,2,∞
являются эллипсоидами. Их опорная функция построена явно при помощи
жорданова разложения матрицы A, что сформулировано в виде теоремы 3.
Для подтверждения полученных теоретических результатов проведены чис-
ленные эксперименты для систем разной размерности с различными типами
собственных значений у матрицы A.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Введем в R
n скалярное произведение и векторную норму по формулам

〈x, y〉 △
= xTy =

n∑

i=1

xiyi, ‖x‖ △
=
√

〈x, y〉 =

√
√
√
√

n∑

i=1

x2i .

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 1. Без ограничения общности будем счи-
тать, что элементы базиса (4) сгруппированы таким образом, что для неко-
торого M0 6M верно представление

L<1 = Lin
{
hi,j : i = 1,M0, j = 1, ni

}
.

Для каждого u(k) ∈ R
m определим разложение по базису (4):

Bu(k) =
M∑

i=1

ni∑

j=1

hi,jαi,j(k),

где αi,j(k) ∈ R, если λi ∈ R, и αi,j(k) ∈ R
2, если λi ∈ C. С учетом представле-

ния (5) оказываются верными равенства

S−1Bu(k) = vect (α1,1(k), . . . , α1,n1(k), . . . , αM,1(k), . . . , αM,nM
(k)) ,






β1
...
βM






△
=

N−1∑

k=0

ΛkS−1Bu(N − k − 1) =

=










N−1∑

k=0

Jk
1 vect (α1,1(N − k − 1), . . . , α1,n1(N − k − 1))

...
N−1∑

k=0

Jk
Mvect (αM,1(N − k − 1), . . . , αM,nM

(N − k − 1))










, N ∈ N.
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Пусть b1, . . . , bm ∈ L<1. Тогда для любых k ∈ N ∪ {0}, i = M0 + 1,M при
всех j = 1, ni верно, что αi,j(k) = 0, а, следовательно, βi = 0.

Зафиксируем i = 1,M0. Пусть для жордановой клетки Ji верно представ-
ление (6). Введем матрицу

P =









0 1 · · · 0

0 0
. . . 0

...
...

. . . 1
0 0 · · · 0









∈ R
ni×ni .

Отметим следующее свойство матрицы P :

(P lx)j =

{

xj+l, j + l 6 ni,

0, j + l > ni,
=

{

xj+l, l 6 ni − j,
0, l > ni − j.

Обозначим через C l
k биномиальные коэффициенты. По биному Ньютона

Jk
i = (λiI + P )k =

k∑

l=0

C l
kλ

k−l
i P l,






βi,1
...

βi,ni






△
= βi =

N−1∑

k=0

Jk
i






αi,1(N − k − 1)
...

αi,ni
(N − k − 1)




 =

=

N−1∑

k=0

k∑

l=0

C l
kλ

k−l
i P l






αi,1(N − k − 1)
...

αi,ni
(N − k − 1)




 .

С учетом свойств матрицы P для всех j = 1, ni верно представление

(Π.1) βi,j =
N−1∑

k=0

min{k,ni−j}
∑

l=0

C l
kλ

k−l
i αi,j+l(N − k − 1).

Полагая N − 1 > ni − j, поменяем порядок суммирования:

βi,j =

ni−j
∑

l=0

N−1∑

k=l

C l
kλ

k−l
i αi,j+l(N − k − 1) =

=

ni−j
∑

l=0

N−l−1∑

k=0

C l
k+lλ

k
i αi,j+l(N − k − l − 1).

(Π.2)

Учтем, что u(k) в силу (1) принадлежит эллипсоидальному множеству U =
= {u ∈ R

m : uTHu 6 t2}, которое является компактом. Тогда по теореме Вей-
ерштрасса [22, гл. VII, §2, разд. 2] и непрерывной зависимости чисел αi,j(k)
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от u(k) найдется число αmax > 0 такое, что для всех k ∈ N ∪ {0}, i = 1,M ,
j = 1, ni верно ограничение |αi,j(k)| 6 αmax. Справедлива оценка

|βi,j| 6
ni−j
∑

l=0

N−l−1∑

k=0

C l
k+l|λi|k|αi,j+l(N − k − l − 1)| 6

6 αmax

ni−j
∑

l=0

∞∑

k=0

C l
k+l|λi|k =

ni−j
∑

l=0

αmax

(1− |λi|)l+1
=

=
(ni − j + 1)αmax

(1− |λi|)ni−j+1
6

niαmax

(1− |λi|)ni
.

Окончательно получим

(Π.3) ‖βi‖2 =
ni∑

j=1

|βi,j |2 6
n3iα

2
max

(1− |λi|)2ni
.

Пусть для жордановой клетки Ji верно представление (7). Полагая P ∈
∈ R

2ni×2ni , получим по биному Ньютона

Jk
i =

(
diag (riAϕi

, . . . , riAϕi
) + P 2

)k
=

=
k∑

l=0

C l
kdiag

(

rk−l
i A(k−l)ϕi

, . . . , rk−l
i A(k−l)ϕi

)

P 2l,






βi,1
...

βi,ni






△
= βi =

N−1∑

k=0

Jk
i






αi,1(N − k − 1)
...

αi,ni
(N − k − 1)




 =

=
N−1∑

k=0

k∑

l=0

diag
(

rk−l
i A(k−l)ϕi

, . . . , rk−l
i A(k−l)ϕi

)

P 2l






αi,1(N − k − 1)
...

αi,ni
(N − k − 1)




 .

С учетом свойств матрицы P для всех j = 1, ni верно представление

(Π.4) βi,j =

N−1∑

k=0

min{k,ni−j}
∑

l=0

C l
kr

k−l
i A(k−l)ϕi

αi,j+l(N − k − 1).

Полагая N − 1 > ni − j, поменяем порядок суммирования:

(Π.5) βi,j =

ni−j
∑

l=0

N−1∑

k=l

C l
kr

k−l
i A(k−l)ϕi

αi,j+l(N − k − 1) =

=

ni−j
∑

l=0

N−l−1∑

k=0

C l
k+lr

k−l
i A(k−l)ϕi

αi,j+l(N − k − l − 1).
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Учтем, что u(k) в силу (1) принадлежит эллипсоидальному множеству U =
= {u ∈ R

m : uTHu 6 t2}, которое является компактом. Тогда в силу теоремы
Вейерштрасса [22, гл. VII, §2, разд. 2] и непрерывной зависимости двумерных
векторов αi,j(k) от u(k) найдется число αmax > 0 такое, что для всех k ∈
∈ N∪{0}, i = 1,M , j = 1, ni верно ограничение ‖αi,j(k)‖ 6 αmax. Справедлива
оценка

‖βi,j‖ 6
ni−j
∑

l=0

N−l−1∑

k=0

C l
k+lr

k
i ‖Akϕi

αi,j+l(N − k − l − 1)‖ =

=

ni−j
∑

l=0

N−l−1∑

k=0

C l
k+lr

k
i ‖αi,j+l(N − k − l − 1)‖ 6

6 αmax

ni−j
∑

l=0

∞∑

k=0

C l
k+lr

k
i =

ni−j
∑

l=0

αmax

(1− ri)l+1
=

=
(ni − j + 1)αmax

(1− ri)ni−j+1
6

niαmax

(1− ri)ni
.

Окончательно получим

(Π.6) ‖βi‖2 =
ni∑

j=1

‖βi,j‖2 6
n3iα

2
max

(1− ri)2ni
.

Учтем неравенства (Π.3) и (Π.6) и получим для всех N > n и условия
x(0) = 0 оценку

‖x(N)‖ (1)
=

∥
∥
∥
∥
∥
S

N−1∑

k=0

ΛkS−1Bu(k)

∥
∥
∥
∥
∥
6

6 ‖S‖
(

M0∑

i=1

‖βi‖2
) 1

2

6
‖S‖

(
M0n

3α2
max

) 1
2

(

1− max
i=1,M0

|λi|
)n ,

т.е. по определению Yt,2,∞ ограничено.

Теперь предположим, что для некоторого m̃ = 1,m выполнено условие
bm̃ 6∈ L<1. Т.е. существует u ∈ R

m такой, что в разложении по базису (4)

Bu =

M∑

i=1

ni∑

j=1

hi,jαi,j

для некоторого i =M0 + 1,M и j = 1, ni верно, что αi,j 6= 0. Зафиксируем эти
i, j и N > n. Без ограничения общности будем полагать, что или j = ni, или
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αi,j+1 = . . . = αi,ni
= 0. Пусть Ji удовлетворяет представлению (6). Выберем

u(N − k − 1) =

√
6t sign(λki )

(k + 1)π

u√
uTHu

, k = 0, N − 1.

Тогда, с одной стороны,

N−1∑

k=0

u(k)THu(k) =

N−1∑

k=0

(√
6t sign(λki )

(k + 1)π

)2
uTHu√

uTHu
√
uTHu

<

<
6t2

π2

∞∑

k=0

1

(k + 1)2
= t2,

т.е. выбранные управляющие воздействия являются допустимыми для систе-
мы (1). С другой стороны, для этого управления согласно (Π.2) βi,j удовле-
творяет соотношению

βi,j =

ni−j
∑

l=0

N−l−1∑

k=0

C l
k+lλ

k
i αi,j+l(N − k − l − 1) =

=

N−1∑

k=0

λki αi,j(N − k − 1) =

N−1∑

k=0

|λi|k
√
6t

(k + 1)π

αi,j√
uTHu

>

6

√
6tαi,j

π
√
uTHu

N−1∑

k=0

1

k + 1

N→∞−−−−→ +∞.

Пусть Ji удовлетворяет представлению (7). Выберем возрастающую
последовательность k1, k2, . . . ∈ N ∪ {0} так, чтобы выполнялось условие
|ϕikp| mod 2π < π

6 для всех p ∈ N. Такая последовательность существует.

Для случая ϕi = 2π K ′

K ′′ достаточно положить kp = pK ′′. Для противоположно-
го случая в силу теоремы Вейля множество {kϕi mod 2π : k ∈ N ∪ {0}} плот-
но в [0; 2π). Положим для всех k = 0, kN

u(kN − k) =







0, k 6∈ {k1, . . . , kN},√
6t

pπ

u√
uTHu

, k = kp ∈ {k1, . . . , kN}.

Тогда

kN∑

k=0

u(k)THu(k) =
N∑

p=1

(√
6t

pπ

)2
uTHu√

uTHu
√
uTHu

<
6t2

π2

∞∑

p=1

1

p2
= t2,

т.е. выбранные управляющие воздействия являются допустимыми для систе-
мы (1). С другой стороны, для этого управления согласно (Π.5) βi,j удовле-
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творяет соотношению

‖βi,j‖2 =
〈

ni−j
∑

l=0

kN−l∑

k=0

C l
k+lr

k
i Akϕi

αi,j+l(kN − k − l),

ni−j
∑

l=0

kN−l
∑

k=0

C l
k+lr

k
i Akϕi

αi,j+l(kN − k − l)
〉

=

=

〈
kN∑

k=0

rki Akϕi
αi,j(kN − k),

kN∑

k=0

rki Akϕi
αi,j(kN − k)

〉

=

=

〈
N∑

p=1

r
kp
i Akpϕi

αi,j(kN − kp),
N∑

q=1

r
kq
i Akqϕi

αi,j(kN − kq)
〉

=

=

N∑

p=1

N∑

q=1

r
kp+kq
i

〈
A(kp−kq)ϕi

αi,j(kN − kp), αi,j(kN − kq)
〉
=

=

N∑

p=1

N∑

q=1

r
kp+kq
i

6t2

π2pq

‖αi,j‖2
uTHu

cos(ϕi(kp − kq)) >
N∑

p=1

N∑

q=1

6t2

π2pq

‖αi,j‖2
2uTHu

=

=
‖αi,j‖2
uTHu

3t2

π2





N∑

p=1

1

p









N∑

q=1

1

q




N→∞−−−−→ +∞.

Таким образом, поскольку
∥
∥
∥
∥
∥

kN∑

k=0

ΛkS−1Bu(kN − k)
∥
∥
∥
∥
∥
= ‖S−1x(kN + 1)‖ 6 ‖S−1‖‖x(kN + 1)‖,

то

‖x(kN + 1)‖ > 1

‖S−1‖

∥
∥
∥
∥
∥

kN∑

k=0

ΛkS−1Bu(kN − k)
∥
∥
∥
∥
∥
=

=

(
M∑

l=1

‖βl‖2
) 1

2

‖S−1‖ >
‖βi,j‖
‖S−1‖

N→∞−−−−→ +∞.

Следовательно, по определению Yt,2,∞ неограничено.

Теперь докажем 2-й пункт. Если detA = 0, то существует элемент веще-
ственного жорданова базиса hi,j ∈ R

n \ {0}, соответствующий собственному
значению λi = 0. Тогда в силу (1) верно включение Lin{hi,j} ⊂ Xt,2,∞, кото-
рое приводит к тому, что множество (3) неограничено. Если detA 6= 0, то
в силу определений (2) и (3) множество Yt,2,∞ для системы (A,B,H, t) и
множество Xt,2,∞ для системы (A−1, A−1B,H, t) совпадают. Отсюда следует
пункт 2.

Теорема 1 доказана.
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Дока з а т е л ь с т в о л еммы 1. Без ограничения общности будем считать,
что элементы базиса (4) сгруппированы таким образом, что для некоторого
M0 6M верно представление

L<1 = Lin
{
hi,j : i = 1,M0, j = 1, ni

}
.

Поскольку H−1 положительно определенная и симметрическая, то для нее
справедливо разложение Холецкого [16, следствие 7.2.9], т.е. найдется ниж-
нетреугольная невырожденная матрица L ∈ R

m×m такая, что H−1 = LLT.
В терминах (5) введем обозначение






γ1,1(k) . . . γ1,m(k)
...

. . .
...

γM,1(k) . . . γM,m(k)






△
= ΛkS−1BL,

где γi,1(k), . . . , γi,m(k) являются векторами, размерность которых совпадает
с размерностью жордановой клетки Ji. Тогда из включения b1, . . . , bm ∈ L<1

следует, что γi,l(k) = 0, если i =M0 + 1,M , l = 1,m. В случае i = 1,M0 векто-
ры γi,l(k) представляют собой произведение степеней жордановых клеток Jk

i

на соответствующие блоки матрицы S−1BL. Следовательно, порядок мало-
сти элементов векторов γi,l(k) совпадает с порядком малости элементов Jk

i ,
которая согласно рассуждениям из [16, разд. 3.2.5] может быть оценена свер-
ху величиной

kni |λi|k 6 knλkmax, где λmax
△
= max{|λ| : λ – собственное значение A, |λ| < 1}.

Отсюда по достаточному признаку сходимости [22, гл. III, §1, разд. 4, след-

ствие 2] следует поэлементная сходимость матричного ряда
∞∑

k=0

γi,l(k)γj,l(k)
T

для всех i, j = 1,M .

Рассмотрим цепочку равенств

HY =

∞∑

k=0

AkBH−1BT(Ak)T = S

( ∞∑

k=0

ΛkS−1BH−1BT(S−1)T(Λk)T

)

ST =

= S

∞∑

k=0

m∑

l=1






γ1,l(k)γ1,l(k)
T . . . γ1,l(k)γM,l(k)

T

...
. . .

...
γM,l(k)γ1,l(k)

T . . . γM,l(k)γM,l(k)
T




S−1 =

=

m∑

l=1

S










∞∑

k=0

γ1,l(k)γ1,l(k)
T . . .

∞∑

k=0

γ1,l(k)γM,l(k)
T

...
. . .

...
∞∑

k=0

γM,l(k)γ1,l(k)
T . . .

∞∑

k=0

γM,l(k)γM,l(k)
T










S−1.
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Из сходимости матричных рядов в крайней правой части этих соотношений
следует п. 1 леммы 1.

Второй пункт леммы следует из первого в силу того, что собственные
значения A взаимно обратны собственным значениям A−1.

Лемма 1 доказана.

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 2. Докажем п. 1. Для произвольных N ∈
∈ N, u(0), . . . , u(N − 1) ∈ R

m, p ∈ R
n \ {0} введем обозначения

p0 =






(
AN−1B

)T
p

...
BTp




 ∈ R

mN , u0 =






u(0)
...

u(N − 1)




 ∈ R

mN ,

H0 =






H . . . O
...

. . .
...

O . . . H




 ∈ R

mN×mN .

Тогда по определению (2) получим

S(p,Yt,2,∞) = sup
x∈Yt,2,∞

〈p, x〉 =

= sup
N∈N

max
N−1∑

k=0

u(k)THu(k)6t2

〈

p,

N−1∑

k=0

AkBu(N − k − 1)

〉

=

= sup
N∈N

max
N−1∑

k=0
u(k)THu(k)6t2

N−1∑

k=0

〈(

AkB
)T

p, u(N − k − 1)

〉

=

= sup
N∈N

max
uT
0 H0u06t2

〈p0, u0〉 .

С учетом обратимости матрицы H0 и определений (8), (9) верно, что

S(p,Yt,2,∞) = sup
N∈N

t

√

pT0H
−1
0 p0 = t sup

N∈N

√
√
√
√pT

N−1∑

k=0

AkBH−1BT(Ak)Tp =

= t

√
√
√
√pT

∞∑

k=0

AkBH−1BT(Ak)Tp = t
√

pTHYp.

Последний переход корректен, поскольку в силу леммы 1 соответствующий
ряд сходится к HY .

П. 2 теоремы следует из того, что если detA 6= 0, то в силу определений
(2) и (3) множество Yt,2,∞ для системы (A,B,H, t) и множество Xt,2,∞ для
системы (A−1, A−1B,H, t) совпадают.

Теорема 2 доказана.
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Дока з а т е л ь с т в о л еммы 2. Докажем п. 1. Ряд
∞∑

k=0

AkBH−1BT(Ak)T

в силу леммы 1 сходится к неотрицательно определенной симметрической
матрице HY . Справедливо представление

n−1∑

k=0

AkBH−1BT(Ak)T = (B . . . An−1B)






H−1 . . . O
...

. . .
...

O . . . H−1











BT

...
(An−1B)T




 .

При этом согласно условию управляемости каждый из сомножителей являет-
ся матрицей полного ранга. Следовательно, их произведение также является

матрицей полного ранга [16, разд. 0.4.6], значит, det
n−1∑

k=0

AkBH−1BT(Ak)T 6= 0.

Поскольку
n−1∑

k=0

AkBH−1BT(Ak)T также неотрицательно определена и симмет-

рическая по построению, то данная матрица оказывается положительно опре-
деленной. Тогда HY также положительно определена, так как представима
в виде суммы положительно определенной и неотрицательно определенной
матриц:

HY =

∞∑

k=n

AkBH−1BT(Ak)T +

n−1∑

k=0

AkBH−1BT(Ak)T.

П. 2 леммы следует из того, что собственные значения A взаимно обратны
собственным значениям A−1.

Лемма 2 доказана.

Лемма 3. Пусть r, q ∈ N∪{0}, числа λ, µ ∈ C такие, что |λ| < 1, |µ| < 1.
Тогда

∞∑

k=max{r,q}
Cr
kC

q
kλ

k−rµk−q =

min{r,q}
∑

l=0

(r + q − l)!
(r − l)!(q − l)!l!

λq−lµr−l

(1− λµ)r+q−l+1
.

Дока з а т е л ь с т в о л еммы 3. Для доказательства леммы воспользуем-
ся известной формулой для |α| < 1:

(Π.7)

∞∑

k=0

Cr
k+rα

k =
1

(1− α)r+1
.

Выберем окрестности нуля на комплексной плоскости Oδ1(0),Oδ2(0)⊂C так,
чтобы для любых x ∈ Oδ1(0) и y ∈ Oδ2(0) выполнялись неравенства

|(x+ λ)(y + µ)| < 1,
∣
∣
∣
∣

x(y + µ)

1− λ(y + µ)

∣
∣
∣
∣
< 1,

∣
∣
∣
∣

yλ

1− λµ

∣
∣
∣
∣
< 1.
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Такие окрестности существуют, поскольку |λ| < 1, |µ| < 1. Рассмотрим функ-
цию G : Oδ1(0) ×Oδ2(0)→ C следующего вида:

G(x, y) =
1

1− (x+ λ)(y + µ)
.

С одной стороны,

G(x, y)
(Π.7)
=

∞∑

k=0

(x+ λ)k(y + µ)k =
∞∑

k=0

k∑

r=0

k∑

q=0

Cq
kC

r
kλ

k−rµk−qxryq =

=

∞∑

r=0

∞∑

q=0





∞∑

k=max{r,q}
Cq
kC

r
kλ

k−rµk−q



xryq.(Π.8)

С другой стороны, из определений δ1 и δ2 получим

G(x, y) =
1

1− λ(y + µ)− x(y + µ)
=

1

1− λ(y + µ)

1

1− x(y+µ)
1−λ(y+µ)

(Π.7)
=

(Π.7)
=

1

1− λ(y + µ)

∞∑

r=0

(
x(y + µ)

1− λ(y + µ)

)r

=

=

∞∑

r=0

xr(y + µ)r
1

(1− λ(y + µ))r+1
=

=

∞∑

r=0

r∑

l=0

xrC l
ry

lµr−l 1

(1− λµ)r+1

1
(

1− yλ
1−λµ

)r+1

(Π.7)
=

(Π.7)
=

∞∑

r=0

r∑

l=0

∞∑

q=0

xrC l
ry

lµr−l 1

(1− λµ)r+1
Cr
r+q

(
yλ

1− µλ

)q

=(Π.9)

=
∞∑

r=0

r∑

l=0

∞∑

q=l

xrC l
ry

lµr−l 1

(1− λµ)r+1
Cr
r+q−l

(
yλ

1− µλ

)q−l

=

=

∞∑

r=0

r∑

l=0

∞∑

q=l

C l
rC

r
r+q−lµ

r−lλq−l

(1− λµ)q+r−l+1
xryq =

=

∞∑

r=0

∞∑

q=0





min{r,q}
∑

l=0

C l
rC

r
r+q−lµ

r−lλq−l

(1− λµ)q+r−l+1



xryq.

Поскольку G(x, y) аналитическая на области определения по построению, то
представима в виде степенного ряда единственным образом [23, разд. А, гл. I].
Поэтому из представлений (Π.8) и (Π.9) следует, что лемма 3 верна.
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Лемма 4. Пусть r, q ∈ N∪{0}, числа λ, µ ∈ C такие, что |λ| > 1, |µ| > 1.
Тогда

∞∑

k=1

Cr
k+r−1C

q
k+q−1λ

−k−rµ−k−q =

min{r,q}
∑

l=0

(r + q − l)!
(r − l)!(q − l)!l!

(−1)lλq−lµr−l

(λµ− 1)r+q−l+1
.

Дока з а т е л ь с т в о л еммы 4. Выберем окрестности нуля на ком-
плексной плоскости Oδ1(0),Oδ2(0)⊂ C так, чтобы для любых x ∈ Oδ1(0) и
y ∈ Oδ2(0) выполнялись неравенства

|(λ− x)| > 1, |(µ − y)| > 1,

∣
∣
∣
∣

x(µ− y)
λ(µ− y)− 1

∣
∣
∣
∣
< 1,

∣
∣
∣
∣

yλ

λµ− 1

∣
∣
∣
∣
< 1.

Такие окрестности существуют, поскольку |λ| > 1, |µ| > 1. Рассмотрим функ-
цию F : Oδ1(0)×Oδ2(0)→ C следующего вида:

F (x, y) =
1

(λ− x)(µ− y)− 1
.

С одной стороны,

F (x, y) =
1

(λ− x)(µ − y)
1

1− (λ− x)−1(µ− y)−1

(Π.7)
=

(Π.7)
=

1

(λ− x)(µ − y)

∞∑

k=0

(λ− x)−k(µ− y)−k =

∞∑

k=0

1

(λ− x)k+1

1

(µ− y)k+1
=

=

∞∑

k=0

1

(λµ)k+1

1
(
1− x

λ

)k+1

1
(

1− y
µ

)k+1

(Π.7)
=

(Π.7)
=

∞∑

k=0

1

(λµ)k+1

∞∑

r=0

Cr
k+r

(x

λ

)r
∞∑

q=0

Cq
k+q

(
y

µ

)q

=

=

∞∑

r=0

∞∑

q=0

∞∑

k=0

Cr
k+rC

q
k+qλ

−r−k−1µ−q−k−1xryq =

=
∞∑

r=0

∞∑

q=0

( ∞∑

k=1

Cr
k+r−1C

q
k+q−1λ

−r−kµ−q−k

)

xryq.(Π.10)
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С другой стороны,

F (x, y) =
1

λ(µ− y)− 1− x(µ− y) =
1

λ(µ − y)− 1

1

1− x(µ−y)
λ(µ−y)−1

(Π.7)
=

(Π.7)
=

1

λ(µ− y)− 1

∞∑

r=0

(
x(µ − y)

λ(µ − y)− 1

)r

=

∞∑

r=0

xr(µ − y)r
(λµ− 1− λy)r+1

=

=
∞∑

r=0

r∑

l=0

xrC l
r(−y)lµr−l 1

(λµ − 1)r+1

1
(

1− yλ
λµ−1

)r+1

(Π.7)
=

(Π.7)
=

∞∑

r=0

r∑

l=0

∞∑

q=0

xrC l
r(−y)lµr−l 1

(λµ − 1)r+1
Cr
r+q

(
yλ

λµ− 1

)q

=

=

∞∑

r=0

r∑

l=0

∞∑

q=l

xrC l
r(−y)lµr−l 1

(λµ− 1)r+1
Cr
r+q−l

(
yλ

λµ− 1

)q−l

=

=
∞∑

r=0

r∑

l=0

∞∑

q=l

(−1)lC l
rC

r
r+q−lµ

r−lλq−l

(λµ− 1)q+r−l+1
xryq =

=

∞∑

r=0

∞∑

q=0





min{r,q}
∑

l=0

(−1)lC l
rC

r
r+q−lµ

r−lλq−l

(1− λµ)q+r−l+1



xryq.(Π.11)

Поскольку F (x, y) аналитическая на области определения по построению, то
представима в виде степенного ряда единственным образом [23, разд. А, гл. I].
Значит, из представлений (Π.10) и (Π.11) следует, что лемма 4 верна.

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 3. Докажем п. 1. В силу (10) и определе-
ния HY

HY = S

( ∞∑

k=0

ΛkS−1BH−1BT(S−1)T(Λk)T

)

ST =

= S






∞∑

k=0






Jk
1D11(J

k
1 )

T . . . Jk
1D1M (Jk

M )T

...
. . .

...
(Jk

M )TDM1(J
k
1 )

T . . . Jk
MDMM (Jk

M )T









ST,

т.е. верно, что

HY
ij =

∞∑

k=0

Jk
i Dij(J

k
j )

T.

Из включения b1, . . . , bm ∈ L<1 и (10) вытекает, что Dij = O, если |λi| > 1
или |λj | > 1, т.е. HY

ij = O. В противоположном случае учтем, что для k > n0
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справедливо равенство P k
n0

= O, и рассмотрим ряд

∞∑

k=0

Jk
i Dij(J

k
j )

T =

∞∑

k=0

(λiI + Pni
)kDij

(

λjI + PT
nj

)k

=

=

∞∑

k=0

min{k,ni−1}
∑

r=0

min{k,nj−1}
∑

q=0

Cr
kλ

k−r
i P r

ni
DijC

q
kλ

k−q
j (P q

nj
)T =

=

ni−1∑

r=0

nj−1
∑

q=0

∞∑

k=max{r,q}
Cr
kC

q
kλ

k−r
i λk−q

j P r
ni
Dij(P

q
nj
)T.

Тогда с учетом леммы 3 п. 1 доказан.

Теперь докажем п. 2. В силу (10) и определения HX

HX = S

( ∞∑

k=1

Λ−kS−1BH−1BT(S−1)T(Λ−k)T

)

ST =

= S






∞∑

k=1






J−k
1 D11(J

−k
1 )T . . . J−k

1 D1M (J−k
M )T

...
. . .

...

(J−k
M )TDM1(J

−k
1 )T . . . J−k

M DMM (J−k
M )T









ST,

т.е. верно, что

HX
ij =

∞∑

k=1

J−k
i Dij(J

−k
j )T.

Согласно [16, разд. 3.2.5] для жордановой клетки верно представление

(Π.12) J−k
i =

ni−1∑

r=0

(−1)rCr
k+r−1

1

λk+r
i

P r
ni
.

Из включения b1, . . . , bm ∈ L>1 и (10) вытекает, что Dij = O, если |λi| 6 1
или |λj | 6 1, т.е. HX

ij = O. В противоположном случае учтем, что для k > n0
справедливо равенство P k

n0
= O, и рассмотрим ряд

∞∑

k=1

Jk
i Dij(J

k
j )

T =

∞∑

k=1

(λiI + Pni
)−kDij

(

λjI + PT
nj

)−k (Π.12)
=

(Π.12)
=

∞∑

k=0

ni−1∑

r=0

nj−1
∑

q=0

(−1)r+qCr
k+r−1C

q
k+q−1

1

λk+r
i

1

λk+q
j

P r
ni
Dij(P

q
nj
)T =

=

ni−1∑

r=0

nj−1
∑

q=0

∞∑

k=1

Cr
k+r−1C

q
k+q−1(−λi)−k−r(−λj)−k−qP r

ni
Dij(P

q
nj
)T.

Тогда с учетом леммы 4 доказан п. 2.

Теорема 3 доказана.
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ОПТИМИЗАЦИЯ ПЕРЕХОДНОГО ПРОЦЕССА В ТРЕХТЕМПОВОЙ
СИНГУЛЯРНО ВОЗМУЩЕННОЙ СИСТЕМЕ

Рассматривается задача об управлении с минимальной энергией ли-
нейной сингулярно возмущенной системой, содержащей три группы пе-
ременных с существенно различными скоростями изменения. Строятся
асимптотические приближения к решению этой задачи в виде программы
и обратной связи. Основное достоинство предлагаемых вычислительных
процедур состоит в том, что при их применении исходная задача распа-
дается на три невозмущенные задачи оптимального управления меньшей
размерности.

Ключевые слова: малый параметр, сингулярно возмущенная система,
квадратичный функционал, оптимальное управление, обратная связь,
асимптотические приближения.
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1. Введение

В математической теории оптимальных процессов значительное внимание
уделяется задачам оптимизации сингулярно возмущенных систем, содержа-
щих малые параметры при части производных. Это вызвано эффективностью
асимптотических методов решения таких задач, при применении которых ис-
ходная задача распадается на задачи оптимального управления меньшей раз-
мерности. Кроме того, асимптотический подход позволяет избежать интегри-
рования сингулярно возмущенных систем, которые являются жесткими. При
интегрировании таких систем возникают серьезные трудности, выражающи-
еся в недопустимо большом времени счета и неизбежном накоплении вычис-
лительных ошибок. В первых работах, посвященных задачам оптимального
управления с сингулярными возмущениями, рассматривались динамические
системы, содержащие только две группы переменных с существенно различ-
ными скоростями изменения, которые были названы медленными и быстры-
ми переменными (см. обзоры [1–4]). В дальнейшем в связи с потребностями
приложений появились работы по оптимизации систем с несколькими груп-
пами быстрых переменных, которые содержали при производных параметры
различных порядков малости. Их обзор содержится в [5]. Настоящая статья
посвящена построению асимптотических приближений в виде программы и
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обратной связи к решению задачи об управлении с минимальными энерге-
тическими затратами сингулярно возмущенной системой с двумя группами
быстрых переменных. Впервые подход к построению этих приближений был
представлен в [6]. Заметим, что подобная задача для двухтемповой сингуляр-
но возмущенной системы рассматривалась в [7].

2. Постановка задачи

В классе r-мерных управляющих воздействий u(t) = (u1(t), . . . , ur(t)),
t ∈ T = [t∗, t∗], с кусочно-непрерывными компонентами рассмотрим следую-
щую стационарную задачу оптимального управления:

ẋ = A1x+B1y + C1z +D1u, x(t∗) = x∗,

µẏ = A2x+B2y + C2z +D2u, y(t∗) = y∗,

µ2ż = A3x+B3y + C3z +D3u, z(t∗) = z∗,

(1)

x(t∗) = 0, y(t∗) = 0, z(t∗) = 0,(2)

J(u) =
1

2

t∗∫

t∗

uTPudt→ min,(3)

где µ – малый положительный параметр, t∗, t∗ – заданные моменты време-
ни (t∗ < t∗), x – n1-вектор медленных переменных, y, z – векторы быстрых
переменных размерности n2 и n3 соответственно. Остальные элементы зада-
чи имеют соответствующие размеры. В критерии качества (3) P – положи-
тельно-определенная симметрическая матрица.

Предп о л ожени е 1. Матрицы C3 и B = B2 − C2C
−1
3 B3 устойчивые,

т.е. действительные части всех их собственных значений отрицательны.

Введем понятия, которые позволят уточнить то, что будем понимать под
асимптотическими приближениями к решению рассмотренной задачи.

Опр е д е л е н и е 1. Управление u(N)(t, µ), t ∈ T , с кусочно-непрерывными
компонентами назовем (программным) асимптотически субоптимальным
управлением N -го порядка (N = 0, 1, 2, . . . ), если оно переводит динамиче-
скую систему (1) в состояние O(µN+1) и отклоняется по критерию ка-
чества (3) от оптимального управления на величину того же порядка
малости.

Опр е д е л е н и е 2. Вектор-функцию u(N)(x, y, z, t, µ) назовем асимп-
тотически субоптимальной обратной связью N-го порядка, если
для любого начального состояния (x∗, y∗, z∗, t∗), t∗ < t∗, имеет место
u(N)(x∗, y∗, z∗, t∗, µ) = u(N)(t∗, µ), где u(N)(t, µ), t ∈ T , – асимптотически
субоптимальное управление N-го порядка в задаче (1)–(3).
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Настоящая статья посвящена построению асимптотически субоптималь-
ных управлений в задаче (1)–(3). Кроме того, строится асимптотически суб-
оптимальная обратная связь нулевого порядка.

В дальнейшем для сокращения записи будем использовать следующие обо-
значения:

A(µ) =





A1 B1 C1

A2/µ B2/µ C2/µ
A3/µ

2 B3/µ
2 C3/µ

2



 , D(µ) =





D1

D2/µ
D3/µ

2



 .

3. Первая базовая задача

Суть предлагаемого подхода к построению асимптотически субоптималь-
ных управлений состоит в асимптотическом разложении по целым степеням
малого параметра начальных значений (в момент t∗) сопряженных перемен-
ных. Старшие коэффициенты этих разложений определяются начальными
значениями сопряженных переменных в трех невозмущенных задачах опти-
мального управления меньшей размерности. Первой из них будет вырожден-
ная задача

ẋ = A0x+D0u, x(t∗) = x∗, x(t∗) = 0,

J1(u) =
1

2

t∗∫

t∗

uTPudt→ min,
(4)

где

A0 = A1 − C1C
−1
3 A3 − (B1 − C1C

−1
3 B3)B

−1(A2 − C2C
−1
3 A3),

D0 = D1 − C1C
−1
3 D3 − (B1 − C1C

−1
3 B3)B

−1D4, D4 = D2 − C2C
−1
3 D3.

(5)

В дальнейшем эту задачу будем называть первой базовой.

Предп о л ожени е 2. Динамическая система в задаче (4) является
вполне управляемой [8], т.е.

rank
(

D0, A0D0, A
2
0D0, . . . , A

n1−1
0 D0

)

= n1.

При таком предположении в первой базовой задаче существуют допусти-
мые управления, а тогда эта задача имеет единственное решение [9], которое
является нормальной экстремалью. Последнее означает, что принцип мак-
симума [10] в данном случае может быть сформулирован следующим обра-
зом: пусть u(t), x0(t), t ∈ T , – оптимальные управление и траектория в за-
даче (4), тогда существует такое решение ψ0(t), t ∈ T , сопряженной системы
ψ̇ = −AT

0 ψ, что выполняется условие

ψ0T(t)D0u(t)−
1

2
uT(t)Pu(t) = max

u∈Rr

(

ψ0T(t)D0u−
1

2
uTPu

)

, t ∈ T.
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Из этого условия непосредственно следует

u(t) = P−1DT
0 ψ

0(t), t ∈ T.(6)

Положим λ0 = ψ0(t∗), тогда

ψ0T(t) = λT0 F0(t), ψ0T(t)D0 = λT0 Φ0(t), t ∈ T,(7)

где

Φ0(t) = F0(t)D0, t ∈ T,(8)

а F0(t), t ∈ T , – (n1×n1)-матричная функция, являющаяся решением началь-
ной задачи

Ḟ0 = −F0A0, F0(t
∗) = En1 .(9)

В силу (6), (7) и формулы Коши имеем

x0(t∗) = F0(t∗)x∗ + S1λ0,(10)

где

S1 =

t∗∫

t∗

Φ0(t)P
−1ΦT

0 (t)dt.(11)

При выполнении предположения 2 эта матрица будет невырожденной,
в чем можно легко убедиться, опираясь на неявный критерий управляемо-
сти [11]. Поскольку λ0 определяется однозначно, то оптимальному управле-
нию в первой базовой задаче соответствует в силу сформулированного прин-
ципа максимума единственный вектор сопряженных переменных.

4. Вторая базовая задача

На втором этапе вычислений решается задача оптимального управления
с бесконечной длительностью процесса:

dy

ds
= By +D4u, y(0) = B−1D4u(t

∗),

y(−∞) = 0, J2(u) =
1

2

0∫

−∞

uTPuds→ min,
(12)

которую будем называть второй базовой.
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Предп о л ожени е 3. Выполнено условие управляемости

rank
(
D4, BD4, B

2D4, . . . , B
n2−1D4

)
= n2.

Это предположение гарантирует существование допустимых управлений
во второй базовой задаче. Отсюда в свою очередь следует, что задача (12)
имеет единственное решение [9] и является нормальной. В этом случае прин-
цип максимума [10] для нее может быть сформулирован следующим обра-
зом: пусть u∗(s), y∗(s), s 6 0 – оптимальные управление и траектория в зада-
че (12), тогда существует такое решение Πψ(s), s 6 0, сопряженной системы

d

ds
Πψ = −BTΠψ,

что выполняется условие

ΠψT(s)D4u
∗(s)− 1

2
u∗T(s)Pu∗(s) = max

u∈Rr

(

ΠψT(s)D4u−
1

2
uTPu

)

, s 6 0.

Отсюда непосредственно следует

u∗(s) = P−1DT
4 Πψ(s), s 6 0.(13)

Пусть σ0 = Πψ(0), тогда

ΠψT(s) = σT0 G(s), ΠψT(s)D4 = σT0 ΠΦ(s), s 6 0,(14)

где

ΠΦ(s) = G(s)D4, s 6 0,(15)

а G(s), s 6 0, – (n2 × n2)-матричная функция, удовлетворяющая дифферен-
циальному уравнению

dG

ds
= −GB, G(0) = En2 .(16)

В силу неявного критерия управляемости [11] при выполнении предполо-
жения 3 матрица

S2 =

0∫

−∞

ΠΦ(s)P−1ΠΦT(s)ds(17)

будет невырожденной, а поскольку, как следует из (13), (14) и формулы
Коши,

y∗(0) = S2σ0,(18)

то оптимальному управлению во второй базовой задаче соответствует в силу
принципа максимума единственный вектор сопряженных переменных.
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5. Третья базовая задача

Третья базовая задача имеет вид

dz

dτ
= C3z +D3u, z(0) = C−1

3 D3((u(t
∗) + u∗(0)),

z(−∞) = 0, J3(u) =
1

2

0∫

−∞

uTPudτ → min .
(19)

Предп о л ожени е 4. Выполнено условие управляемости

rank
(

D3, C3D3, C
2
3D3, . . . , C

n3−1
3 D3

)

= n3.

Это предположение гарантирует существование допустимых управлений в
третьей базовой задаче. Отсюда следует, что задача (19) имеет единственное
решение [9] и является нормальной. В этом случае принцип максимума [10]
для нее может быть сформулирован следующим образом: пусть u∗(τ), z∗(τ),
τ 6 0, – оптимальные управление и траектория в задаче (19), тогда суще-
ствует такое решение Qψ(τ), τ 6 0, сопряженной системы

d

dτ
Qψ = −CT

3 Qψ,

что выполняется условие

QψT(τ)D3u∗(τ)−
1

2
uT∗ (τ)Pu∗(τ) = max

u∈Rr

(

QψT(τ)D3u−
1

2
uTPu

)

, τ 6 0.

Отсюда непосредственно следует

u∗(τ) = P−1DT
3 Qψ(τ), τ 6 0.(20)

Пусть χ0 = Qψ(0), тогда

QψT(τ) = χT
0G1(τ), QψT(τ)D3 = χT

0QΦ(τ), τ 6 0,(21)

где

QΦ(τ) = G1(τ)D3, τ 6 0,(22)

а G1(τ), τ 6 0, – (n3×n3)-матричная функция, удовлетворяющая дифферен-
циальному уравнению

dG1

dτ
= −G1C3, G1(0) = En3 .(23)
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В силу неявного критерия управляемости [11] при выполнении предполо-
жения 4 матрица

S3 =

0∫

−∞

QΦ(τ)P−1QΦT(τ)dτ(24)

будет невырожденной, а поскольку, как следует из (20), (21) и формулы
Коши,

z∗(0) = S3χ0,(25)

то оптимальному управлению в третьей базовой задаче соответствует в силу
принципа максимума единственный вектор сопряженных переменных.

Подчеркнем, что единственная информация о решениях второй и третьей
базовых задач, которая используется в дальнейшем при построении асимпто-
тически субоптимальных управлений, – это начальные значения σ0, χ0 век-
торов сопряженных переменных. Нет необходимости строить оптимальные
управления u∗(s), s 6 0, и u∗(τ), τ 6 0, что, впрочем, и невозможно, если за-
дача решается численно. Во второй и третьей базовых задачах гамильтониан
вдоль оптимального управления равен нулю. Воспользовавшись этим свой-
ством при s = 0 и τ = 0, получаем условия, которым удовлетворяют векторы
σ0 и χ0:

1

2
σT0 D4P

−1DT
4 σ0 + σ0D4u(t

∗) = 0,

1

2
χT
0D3P

−1DT
3 χ0 + χ0D3(u(t

∗) + P−1DT
4 σ0) = 0.

После решения базовых задач найдем векторы

ν0 = σ0 −
(
(B1 − C1C

−1
3 B3)B

−1
)T
λ0,

η0 = χ0 −
(
C1C

−1
3

)T
λ0 +

(
C2C

−1
3

)T
ν0

(26)

и сформируем матрицу

I0 =





S1 0n1×n2 0n1×n3

I21 S2 0n2×n3

I31 I32 S3



(27)

размеров (n1 + n2 + n3)× (n1 + n2 + n3). Блоки S1, S2, S3 определены ранее
формулами (11), (17), (24), а

I21 = −B−1
(
A2 − C2C

−1
3 A3

)
S1 +

(
D2 − C2C

−1
3 D3

)
+ S2

(
B−1D4

)T
,

I31 = −C−1
3

(
A3S1 +B2I21 +D3P

−1D0

)
+ S3

(
C−1
3 D3

)T
,

I32 = −C−1
3

(
B2S2 +D3P

−1D0

)
+ S3

(
C−1
3 D3

)T
.

Как было отмечено выше, S1, S2, S3 – невырожденные матрицы, а тогда
detI0 6= 0.
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6. Асимптотический анализ решения исходной задачи

Говорить об асимптотически субоптимальных управлениях можно лишь в
том случае, когда задача (1)–(3) имеет решение. Покажем, что при выполне-
нии предположений 1–4 в задаче (1)–(3) с достаточно малым µ существует
единственное оптимальное управление, которое является нормальной экстре-
малью. Последнее означает, что принцип максимума [10] допускает следую-
щую формулировку: пусть u0(t, µ), t ∈ T ,– оптимальное управление в задаче
(1)–(3), тогда существует такое решение ψ0

1(t, µ), ψ
0
2(t, µ), ψ

0
3(t, µ), t ∈ T , со-

пряженной системы

ψ̇1 = −AT
1 ψ1 −AT

2 ψ2 −AT
3 ψ3,

µψ̇2 = −BT
1 ψ1 −BT

2 ψ2 −BT
3 ψ3,

µ2ψ̇3 = −CT
1 ψ1 − CT

2 ψ2 − CT
3 ψ3,

(28)

что

u0(t, µ) = P−1
(
DT

1 ψ1(t, µ) +DT
2 ψ2(t, µ) +DT

3 ψ3(t, µ)
)
, t ∈ T.(29)

Те ор ем а 1. При выполнении предположений 1–4 задача (1)–(3) име-
ет единственное решение u0(t, µ), t ∈ T , которое является нормальной
экстремалью и представимо в виде (29), где (ψ0

1(t, µ), ψ
0
2(t, µ), ψ

0
3(t, µ)),

t ∈ T , – вектор сопряженных переменных, соответствующий в силу прин-
ципа максимума оптимальному управлению. Величины λ(µ) = ψ0

1(t
∗, µ),

ν(µ) = ψ0
2(t

∗, µ), η(µ) = ψ0
3(t

∗, µ) допускают асимптотические разложения

λ(µ) ∼ λ0 +
∞∑

k=1

µkλk, ν(µ) ∼ ν0 +
∞∑

k=1

µkνk, η(µ) ∼ η0 +
∞∑

k=1

µkηk,(30)

в которых ν0, η0 задаются формулами (26), a λ0, σ0, χ0 – начальные значе-
ния сопряженных переменных в базовых задачах.

Дока з а т е л ь с т в о. Введем в рассмотрение векторы θ = (λ, ν, η), θ0 =
= (λ0, ν0, η0) и обозначим через ψ1(t, θ, µ), ψ2(t, θ, µ), ψ3(t, θ, µ), t ∈ T ,
θ ∈ Rn1+n2+n3 , решение сопряженной системы (28) с начальными условиями

ψ1(t
∗) = λ, ψ2(t

∗) = ν, ψ3(t
∗) = η.(31)

Пусть далее x(t, θ, µ), y(t, θ, µ), z(t, θ, µ), t ∈ T , θ ∈ Rn1+n2+n3 , – траектория
системы (1), порожденная управлением

u(t, θ, µ) = P−1
(
DT

1 ψ1(t, θ, µ) +DT
2 ψ2(t, θ, µ) +DT

3 ψ3(t, θ, µ)
)
, t ∈ T.(32)

Покажем, что левые части уравнений

x(t∗, θ, µ) = 0, y(t∗, θ, µ) = 0, z(t∗, θ, µ) = 0(33)
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допускают асимптотические разложения по целым степеням малого парамет-
ра, и получим формулы для коэффициентов разложений.

Введем в рассмотрение фундаментальную матрицу F (t, µ), t ∈ T , размеров
(n1 + n2 + n3)× (n1 + n2 + n3) как решение начальной задачи

Ḟ = −FA(µ), F (t∗) = En1+n2+n3 .(34)

Решение этого сингулярно возмущенного уравнения удобно представлять в
блочном виде

F (t, µ) =





F1(t, µ) F2(t, µ) F3(t, µ)
F4(t, µ) F5(t, µ) F6(t, µ)
F7(t, µ) F8(t, µ) F9(t, µ)



 ,

где Fi, i = 1, 9, – матрицы размеров n1 × n1, n1 × n2, n1 × n3, n2 × n1, n2 × n2,
n2 × n3, n3 × n1, n3 × n2, n3 × n3 соответственно. С помощью метода погра-
ничных функций [12] они могут быть разложены в асимптотические ряды:

Fi(t, µ) ∼
∞∑

k=0

µk(Fik(t) + ΠkFi(s) +QkFi(τ)),

s = (t− t∗)/µ, τ = (t− t∗)/µ2, t ∈ T, i = 1, 9.

(35)

Подчеркнем, что это равномерные по t ∈ T асимптотические разложения.
Отметим как существенный факт также то, что для матричных функ-
ций ΠkFi(s), s 6 0, QkFi(τ), τ 6 0, называемых пограничными членами, име-
ют место оценки

‖ΠkFi(s)‖ 6 β1k exp(γ1ks), ‖QkFi(s)‖ 6 β2k exp(γ2ks)(36)

для всех i = 1, 9, k = 0, 1, . . . , где β1k, β2k, γ1k, γ2k – положительные постоян-
ные. Приведем несколько старших коэффициентов разложений (35), которые
понадобятся при доказательстве теоремы:

F10 = F0, F40 = KF0, F70 =MF0, Fi0 = 0, i = 2, 3, 5, 6, 8, 9,

F21 = F0L, F51 = KF0L, F81 =MF0L, Fi1 = 0, i = 3, 6, 9,

F32 = −F0(C1 + LC2)C
−1
3 , F62 = −KF0(C1 + LC2)C

−1
3 ,

F92 = −MF0(C1 + LC2)C
−1
3 ,

Π0F4 = −GK, Π0F5 = G, Π0F7 = C−1
3 B3GK,

Π0F8 = −C−1
3 B3G, Π0Fi = 0, i = 1, 2, 3, 6, 9,

Π1F2 = −LG, Π1F3 = 0, Π1F6 = −GC2C
−1
3 ,

Π1F9 = C−1
3 B3GC2C

−1
3 , Π2F3 = LGC2C

−1
3 ,

Q0Fi = 0, i = 1, 6, Q0F7 = G1C
−1
3 A3,

Q0F8 = G1C
−1
3 B3, Q9F0 = G1,

Q1F2 = 0, Q1F3 = 0, Q1F5 = C2C
−1
3 G1C

−1
3 B3,

Q1F6 = C2C
−1
3 G1, Q2F3 = C1C

−1
3 G1.

(37)
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Здесь
K =−B−1(A2−C2C

−1
3 A3), M =−C−1

3 (A3−B3K), L=−(B1−C1C
−1
3 B3)B

−1,
а F0, G, G1 – соответственно решения уравнений (9), (16), (23).

Заметим, что

ψT
1 (t, θ, µ) = λTF1(t, µ) + µνTF4(t, µ) + µ2ηTF7(t, µ),

µψT
2 (t, θ, µ) = λTF2(t, µ) + µνTF5(t, µ) + µ2ηTF8(t, µ),

µ2ψT
3 (t, θ, µ) = λTF3(t, µ) + µνTF6(t, µ) + µ2ηTF9(t, µ).

Отсюда из (35), (37) следует, что имеют место асимптотические разложения

ψi(t, θ, µ) ∼
∞∑

k=0

µk (ψik(t, θ) + Πkψi(s, θ) +Qkψi(τ, θ)) ,

s = (t− t∗)/µ, τ = (t− t∗)/µ2, t ∈ T, i = 1, 2, 3,

(38)

в которых

ψT
10(t, θ) = λTF0(t), ψT

20(t, θ) = λTF0(t)L,

ψT
30(t, θ) = −λTF0(t)(C1 − LC2)C

−1
3 ,

ΠT
0 ψ1(s, θ) = 0, ΠT

0 ψ2(s, θ) = −
(
λTL− νT

)
G(s),

ΠT
0 ψ3(s, θ) =

(
λTL− νT

)
G(s)C2C

−1
3 ,

QT
0 ψ1(τ, θ) = 0, QT

0 ψ2(τ, θ) = 0,

QT
0 ψ3(τ, θ) =

(
λTC1C

−1
3 + νTC2C

−1
3 + ηT

)
G1(τ),

ψT
1k(t, θ) = λTF1k(t) + νTF4,k−1(t) + ηTF7,k−2(t),

ψT
2k(t, θ) = λTF2,k+1(t) + νTF5,k(t) + ηTF8,k−1(t),

ψT
3k(t, θ) = λTF3,k+2(t) + νTF6,k+1(t) + ηTF9,k(t),

ΠT
k ψ1(s, θ) = λTΠkF1(s) + νΠk−1F4(s) + ηTΠk−2F7(s),

ΠT
k ψ2(s, θ) = λTΠk+1F2(s) + νΠkF5(s) + ηTΠk−1F8(s),

ΠT
k ψ3(s, θ) = λTΠk+2F3(s) + νΠk+1F6(s) + ηTΠkF9(s),

QT
k ψ1(τ, θ) = λTQkF1(τ) + νTQk−1F4(τ) + ηTQk−2F7(τ),

QT
k ψ2(τ, θ) = λTQk+1F2(τ) + νTQkF5(τ) + ηTQk−1F8(τ),

QT
k ψ3(τ, θ) = λTQk+2F3(τ) + νTQk+1F6(τ) + ηTQkF9(τ),

F7,−1(t) = 0, Π−1F7(s) = 0, Q−1F7(τ) = 0,

k > 1, t ∈ T, s 6 0, τ 6 0.

(39)

Эти разложения будут равномерными в области ‖θ − θ0‖ 6 ǫ0, t ∈ T , где
ǫ0 – некоторое положительное число. Отметим, что из (7), (14), (21), (26),
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(39) следует

ψ10(t, θ0) = ψ0(t), ψ20(t, θ0) = LTψ0(t),

ψ30(t, θ0) = −
(
(C1 − LC2)C

−1
3

)T
ψ0(t), t ∈ T,

Π0ψ2(s, θ0) = Πψ(s), Π0ψ3(s, θ0) = −
(
C2C

−1
3

)T
Πψ(s), s 6 0,

Q0ψ3(τ, θ0) = Qψ(τ), τ 6 0.

(40)

В силу (38) управление (29) также допускает асимптотическое разложение

u(t, θ, µ) ∼
∞∑

k=0

µk (uk(t, θ) + Πku(s, θ) +Qku(τ, θ)) ,

s = (t− t∗)/µ, τ = (t− t∗)/µ2, t ∈ T,
(41)

где

uk(t, θ) = P−1(DT
1 ψ1k(t, θ) +DT

2 ψ2k(t, θ) +DT
3 ψ3k(t, θ)),

Πku(s, θ) = P−1(DT
1 Πkψ1(s, θ) +DT

2 Πkψ2(s, θ) +DT
3 Πkψ3(s, θ)),

Qku(τ, θ) = P−1(DT
1 Qkψ1(τ, θ) +DT

2 Qkψ2(τ, θ) +DT
3 Qkψ3(τ, θ)),

t ∈ T, s 6 0, τ 6 0, k = 0, 1, 2, . . . .

(42)

Поскольку наряду с формулами (5), (6), (13), (20), (40) выполняются условия
Π0ψ1(s, θ) = 0, Q0ψ1(τ, θ) = 0, Q0ψ2(τ, θ) = 0, то

u0(t, θ0) = u(t), t ∈ T, Π0u(s, θ0) = u∗(s), s 6 0,

Q0u(τ, θ0) = u∗(τ), τ 6 0.
(43)

В силу формулы Коши имеем





x(t∗, θ, µ)
y(t∗, θ, µ)
z(t∗, θ, µ)



 = F (t∗, µ)





x∗
y∗
z∗



+

t∗∫

t∗

F (t, µ)D(µ)u(t, θ, µ)dt.

Из (5), (35)–(39), (41), (42) следует, что эта вектор-функция допускает асим-
птотическое разложение

x(t∗, θ, µ) ∼
∞∑

k=0

µkxk(θ), y(t∗, θ, µ) ∼
∞∑

k=0

µkyk(θ),

z(t∗, θ, µ) ∼
∞∑

k=0

µkzk(θ),

(44)
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в котором

x0(θ) = F0(t∗)x∗ +

t∗∫

t∗

F0(t)D0u0(t, θ)dt,

y0(θ) = Kx0(θ) +

0∫

−∞

(G(s)D4(u0(t
∗, θ) + Π0u(s, θ))ds,

z0(θ) =Mx0(θ) +

0∫

−∞

−C−1
3 B3G(s)D4(u0(t

∗, θ) + Π0u(s, θ))ds+

+

0∫

−∞

G1(τ)D3(u0(t
∗, θ) + Π0u(0, θ) +Q0u(τ, θ))dτ,

(45)

xk(θ) = F1k(t
∗)x∗ + F2k(t

∗)y∗ + F3k(t
∗)z∗ +

t∗∫

t∗

k∑

p=0

(F1,k−p(t)D1up(t, θ))dt+

+

t∗∫

t∗

k∑

p=0

(F2,k−p(t)D2up(t, θ))dt+

t∗∫

t∗

k+2∑

p=2

(F3,k+2−p(t)D3up(t, θ))dt+

+

0∫

−∞

k−1∑

p=0

((F1,k−1−p(t
∗) + Πk−1−pF1(s))D1(up(t

∗, θ) + Πpu(s, θ)))ds+

+

0∫

−∞

k∑

p=0

((F2,k−p(t
∗) + Πk−pF2(s))D2(up(t

∗, θ) + Πpu(s, θ)))ds+

+

0∫

−∞

k+1∑

p=0

((F3,k−p+1(t
∗) + Πk+1−pF3s))D3(up(t

∗, θ) + Πpu(s, θ)))ds+

+

0∫

−∞

k−2∑

p=0

((F1,k−2−p(t
∗) + Πk−2−pF1(0) +Qk−2−pF1(τ))D1(up(t

∗, θ)+

+Πpu(0, θ)) +Qpu(τ, θ))dτ+

+

0∫

−∞

k−1∑

p=0

((F2,k−1−p(t
∗) + Πk−1−pF2(0) +Qk−1−pF2(τ))D2up(t

∗, θ)+

+Πpu(0, θ)) +Qpu(τ, θ))dτ+
0∫

−∞

k∑

p=0

((F3,k−p(t
∗) + Πk−pF3(0) +Qk−pF3(τ))D3(up(t

∗, θ)+

+Πpu(0, θ)) +Qpu(τ, θ))dτ, k > 1.
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Для yk(θ), zk(θ), k > 1, имеют место аналогичные формулы с той лишь разни-
цей, что матрицы F1i, F2i, F3i, ΠiF1, ΠiF2, ΠiF3, QiF1, QiF2, QiF3 заменяются
в первом случае на F4i, F5i, F6i, ΠiF4, ΠiF5, ΠiF6, QiF4, QiF5, QiF6, а во вто-
ром – на F7i, F8i, F9i, ΠiF7, ΠiF8, ΠiF9, QiF7, QiF8, QiF9.

С помощью теоремы о неявной функции убедимся, что система (33) од-
нозначно разрешима относительно θ при достаточно малых µ. Запишем ее в
виде

R(θ, µ) = 0.(46)

Согласно (44) имеет место равномерное в области ‖θ− θ0‖ 6 ǫ0 асимптотиче-
ское разложение

R(θ, µ) ∼
∞∑

k=0

µkRk(θ),(47)

в котором Rk(θ) = (xk(θ), yk(θ), zk(θ)).

Положим R(θ, 0) = R0(θ), тогда вектор-функция R(θ, µ) будет непрерыв-
ной вместе со своими частными производными по компонентам вектора θ в
области ‖θ − θ0‖ < ǫ0, 0 6 µ < µ0, где µ0 – достаточно малое положительное
число.

В силу (43), (45) и формулы Коши имеем x0(θ0) = x0(t∗) = 0. Матричная
функция G(s), s 6 0, является решением начальной задачи (16), и поскольку
G(s)→ 0 при s→ −∞, то

0∫

−∞

G(s)D4u0(t
∗, θ0)ds =

0∫

−∞

(

−dG(s)
ds

B−1D4(u0(t
∗, θ0)

)

ds =

= −B−1D4(u0(t
∗, θ0).

Вместе с тем из (43) и формулы Коши следует

0∫

−∞

G(s)D4Π0u(s, θ0)ds = −y∗(0) = B−1D4u0(t
∗, θ0).

Отсюда и из второй формулы (45) получаем y0(θ0) = 0.

Аналогично, поскольку матричная функция G1(τ), τ 6 0, является реше-
нием начальной задачи (23) и G1(τ)→ 0 при τ → −∞, то

0∫

−∞

G1(τ)D3 (u0(t
∗, θ0) + Π0u(0, θ0)) dτ =

=

0∫

−∞

(

−dG1(τ)

dτ
C−1
3 D3(u0(t

∗, θ0) + Π0u(0, θ0))

)

dτ =

= −C−1
3 D3(u0(t

∗, θ0) + Π0u(0, θ0)).
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Вместе с тем из (43) и формулы Коши следует

0∫

−∞

G1(τ)D3Q0u(τ, θ0)dτ = −z∗(0) = C−1
3 D3(u0(t

∗, θ0) + Π0u(0, θ0)).

Отсюда и из третьей формулы (45) с учетом того, что

0∫

−∞

−C−1
3 B3G(s)D4(u0(t

∗, θ) + Π0(s, θ))ds = C−1
3 B3(Kx0(θ0)− y0(θ0)) = 0,

получаем z0(θ0) = 0. Таким образом, R(θ0, 0) = R0(θ0) = 0.

Непосредственным дифференцированием вектор-функции (45) с учетом
(8), (15), (22), (37), (39), (42) убеждаемся, что ∂R(θ0, 0)/∂θ = ∂R0(θ0)/∂θ =
= I0 (см. (27)). Поскольку эта матрица Якоби является невырожденной,
то для системы (46) или, что то же самое, (33) выполнены условия теоре-
мы о неявной функции. Согласно этой теореме в некоторой правосторонней
окрестности нуля 0 6 µ < µ1 однозначно определена вектор-функция θ(µ) =
= (λ(µ), ν(µ), η(µ)), удовлетворяющая уравнениям (33). Она непрерывна, и
θ(0) = θ0 = (λ0, ν0, η0). Это предполагает, что управление u0(t, µ) = u(t, θ, µ),
t ∈ T , является допустимым в задаче (1)–(3) с достаточно малым µ. Оно
удовлетворяет принципу максимума с вектором сопряженных переменных
ψ0
1(t, µ) = ψ1(t, θ(µ), µ), ψ

0
2(t, µ) = ψ2(t, θ(µ), µ), ψ

0
3(t, µ) = ψ3(t, θ(µ), µ), t ∈ T ,

причем это нормальная экстремаль. Отсюда следует, что u0(t, µ), t ∈ T , –
единственное оптимальное управление в задаче (1)–(3).

Как уже отмечалось, разложение (47) является равномерным в области
‖θ − θ0‖ < ǫ0, а его коэффициенты – линейные функции. Тогда для решения
θ(µ) = (λ(µ), ν(µ), η(µ)) системы (33) будут иметь место асимптотические
разложения (30). Теорема доказана.

7. Построение асимптотически субоптимальных управлений

Продолжим изложение алгоритма построения асимптотических прибли-
жений к решению задачи (1)–(3), опираясь на утверждения теоремы и фор-
мулы, полученные при ее доказательстве.

Вектор-функция

u(0)(t, µ) = P−1(DT
1 ψ1(t, θ0, µ) +DT

2 ψ2(t, θ0, µ) +DT
3 ψ3(t, θ0, µ)), t ∈ T,

будет асимптотически субоптимальным управлением нулевого порядка в ис-
ходной задаче. Заметим, что ее можно сформировать непосредственно после
решения базовых задач. Асимптотически субоптимальное управление N -го
порядка (N > 1) имеет вид

u(N)(t, µ) = P−1
(
DT

1 ψ1(t, θ
(N)(µ), µ) +DT

2 ψ2(t, θ
(N)(µ), µ) +

+DT
3 ψ3(t, θ

(N)(µ, µ)), t ∈ T,
(48)
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где

θ(N)(µ) =

N∑

k=0

µkθk, θk = (λk, νk, ηk).(49)

Для построения управления (48) нужно найти коэффициенты асимпто-
тических рядов (30). Это можно сделать методом неопределенных коэффи-
циентов, опираясь на разложение (47). Конкретнее, разложим с помощью
формулы Тейлора вектор-функцию

N∑

k=0

µkRk(θ
(N)(µ))

по степеням µ до порядка N включительно и приравняем коэффициенты
разложения к нулю (начиная с коэффициента при µ). В результате получим
невырожденные системы линейных алгебраических уравнений для последо-
вательного нахождения векторов θk, k = 1, N :

I0θ1 = −R1(θ0), I0θk = −Rk(θ0)−
k−1∑

j=1

∂Rj(θ0)

∂θ
θk−j, k > 2.(50)

Здесь учтено, что коэффициенты разложений (47) есть линейные вектор-
функции. Заметим, что в силу структуры (27) матрицы Якоби I0 системы (50)
расщепляются. Последовательно решая эти системы, находим векторы θk,
k = 1, N , и составляем полиномы (49). Управление (48), как отмечено выше,
будет асимптотически субоптимальным управлением N -го порядка в исход-
ной задаче. Чтобы построить это управление, нужно найти решение задачи
Коши для сопряженной системы (28) с начальными условиями

ψ1(t
∗) =

N∑

k=0

µkλk, ψ2(t
∗) =

N∑

k=0

µkνk, ψ3(t
∗) =

N∑

k=0

µkηk.

Сопряженная система является сингулярно возмущенной и, следовательно,
жесткой. Интегрирования жестких систем можно избежать, заменив в (48)
вектор-функции ψi(t, θ, µ), i = 1, 3, их асимптотическими приближениями

ψ
(N)
i (t, θ, µ) =

N∑

k=0

µk(ψik(t, θ) + Πkψi(s, θ) +Qkψi(τ, θ)),

s = (t− t∗)/µ, τ = (t− t∗)/µ2, t ∈ T, i = 1, 3.

Вектор-функция

u(N)(t, µ) = P−1(DT
1 ψ

(N)
1 (t, θ(N)(µ), µ) +DT

2 ψ
(N)
2 (t, θ(N)(µ), µ) +

+DT
3 ψ

(N)
3 (t, θ(N)(µ, )µ)), t ∈ T,
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наряду с (48) будет асимптотически субоптимальным управлением N -го по-
рядка в задаче (1)–(3). В частности, как следует из (5), (6), (13), (20), (39),
(40),

u(0)(t, µ) =P−1
(

DT
0 ψ

(0)(t)+DT
4 Πψ ((t− t∗)/µ)+DT

3 Qψ
(
(t− t)/µ2

))

=

= u(t) + u∗ ((t− t∗)/µ) + u∗
(
(t− t)/µ2

)
, t ∈ T.

(51)

То, что это есть асимптотически субоптимальное управление нулевого по-
рядка, видно также из формул (41), (43). Заметим, что управление (51) не
зависит от начальных состояний y∗, z∗ векторов быстрых переменных и при
малых µ будет существенно отличаться от решения u(t), t ∈ T , первой базовой
задачи лишь в пограничном слое, т.е. в некоторой левосторонней окрестности
точки t∗.

Построенную асимптотику можно использовать для нахождения опти-
мального управления u0(t, µ), t ∈ T , и в задаче (1)–(3) с заданным значе-
нием µ. Для этого нужно применить процедуру доводки [13], т.е. найти ме-
тодом Ньютона корни системы (46), взяв в качестве начального приближе-
ния θ(N)(µ). Чтобы избежать интегрирования жестких систем, вместо мат-
рицы ∂R(θ, µ)/∂θ можно воспользоваться ее приближением I0.

8. Асимптотически субоптимальный синтез

Программные асимптотически субоптимальные управления, разумеется,
зависят от начального состояния (x∗, y∗, z∗, t∗) динамической системы. Ранее
такая зависимость не учитывалась, поскольку начальное состояние считалось
заданным. В настоящем разделе, который посвящен построению асимптоти-
чески субоптимальной обратной связи нулевого порядка, будем интересовать-
ся именно этой зависимостью. В дальнейшем будем рассматривать матрицу C
как функцию t∗, t∗ < t∗. Момент t∗ по-прежнему считается заданным.

Из равенства (10) следует

ψ0(t∗) = λ0 = −S−1
1 (t∗)F0(t∗)x∗,(52)

что вместе с (7) влечет за собой

ψ0(t∗) = −FT
0 (t∗)S

−1
1 (t∗)F0(t∗)x∗.(53)

В силу (6) и (18) имеет место

Πψ(0) = σ0 = S−1
2 y∗(0) =−S−1

2 B−1D4u(t
∗) =−S−1

2 B−1D4P
−1DT

0 ψ
0(t∗).(54)

Отсюда с учетом (14) и (52) получаем

Πψ(s) = GT(s)S−1
2 B−1D4P

−1DT
0 F

T
0 (t∗)S

−1
1 (t∗)F0(t∗)x∗, s 6 0.(55)
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В силу (6), (13), (25) имеем

Qψ(0) = χ0 = S−1
3 z∗(0) = −S−1

3 C−1
3 D3(u(t

∗) + u∗(0)) =

= −S−1
3 C−1

3 D3P
−1(DT

0 ψ(t
∗) +DT

4 TΠψ(0)).

Из полученного выражения с учетом (21), (52), (54) следует

Qψ(τ) = GT
1 (τ)S

−1
3 C−1

3 D3P
−1(DT

0 +DT
4 S

−1
2 B−1D4P

−1DT
0 )C

−1(t∗)F0(t∗)x∗.

Тогда, как видно из формул (51), (53), (55), асимптотически субоптималь-
ное управление нулевого порядка в начальный момент времени представимо
в виде

u(0)(t∗, µ) = P−1
(
DT

0 −DT
4 G

T((t∗ − t∗)/µ
)
S−1
2 B−1D4P

−1DT
0 F

T
0 (t∗)−

−DT
3 G1

(
(t∗ − t∗)/µ2

)
S−1
3 C−1

3 D3P
−1 ×

×
(
DT

0 +DT
4 S

−1
2 B−1D4P

−1DT
0 )
)
S−1
1 (t∗)F0(t∗)x∗.

Поскольку (x∗, y∗, z∗, t∗) – произвольное начальное состояние динамиче-
ской системы, то по определению 2 вектор-функция

u(0)(x, y, z, t, µ) =

= P−1
(

DT
0 −DT

4 G
T ((t− t∗)/µ)S−1

2 B−1D4P
−1DT

0 F
T
0 (t)−

−DT
3 G1

(
(t− t∗)/µ2

)
S−1
3 C−1

3 D3P
−1 ×

×
(
DT

0 +DT
4 C

−1
0 B−1D4P

−1DT
0

))

S−1
1 (t)F0(t)x

(56)

представляет собой асимптотически субоптимальную обратную связь нуле-
вого порядка в исходной задаче. Отметим, что построенная обратная связь
не зависит от текущей позиции быстрых переменных.

9. Пример

В качестве примера рассмотрим задачу, которая является моделью про-
цесса управления горизонтальным прямолинейным движением двух тел с су-
щественно различными малыми массами и упругой связью:

ẋ1 = y, ẋ2 = z,

µẏ = −kx1 + kx2 − c1y + d1u1, µ2ż = kx1 − kx2 − c2z + d2u2,

x1(t∗) = x∗1, x2(t∗) = x∗2, y(t∗) = y∗, z(t∗) = z∗,

x1(t
∗) = x2(t

∗) = y(t∗) = z(t∗) = 0,

J(u) =
1

2

t∗∫

t∗

(u21 + u22)dt→ min .

(57)

Все постоянные в этой задаче положительны, при этом µ≪ 1. Предположе-
ние 1 в данном случае выполнено.
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Первая базовая задача имеет вид

ẋ1 = −
k

c1
x1 +

k

c1
x2 +

d1
c1
u1, ẋ2 =

k

c2
x1 −

k

c2
x2 +

d2
c2
u2,

x1(t∗) = x∗1, x2(t∗) = x∗2,

x1(t
∗) = x2(t

∗) = 0, J1(u) =
1

2

t∗∫

t∗

(u21 + u22)dt→ min .

(58)

Легко убедиться, что динамическая система в первой базовой задаче явля-
ется вполне управляемой. В силу принципа максимума оптимальное управ-
ление в задаче (58) имеет вид

u1(t) =
d1
c1

(
c1(λ01+λ02)− (c1λ02− c2λ01) exp((k(c1+ c2)(t− t∗))/c1c2)

c1 + c2

)

,

u2(t) =
d2
c2

(
c2(λ01+λ02)+(c1λ02− c2λ01) exp((k(c1+ c2)(t− t∗))/c1c2)

c1 + c2

)

,

t ∈ [t∗, t
∗].

(59)

Вектор λ0 = (λ01, λ02) вычисляется по формуле

λ0 = S−1
1 F0(t

∗)x∗,(60)

где

F0(t) =







c2 exp((k(c1+c2)(t
∗− t))/c1c2)−c1

c2 − c1
c2 exp((k(c1+c2)(t

∗− t))/c1c2)−c2
c1 − c2

c1 exp((k(c1+c2)(t
∗− t))/c1c2)−c1

c2 − c1
c1 exp((k(c1+c2)(t

∗− t))/c1c2)−c2
c1 − c2






,

t ∈ [t∗, t
∗],

S1 =

t∗∫

t∗

F0(t)

(
d21/c

2
1 0

0 d22/c
2
2

)

F T
0 (t)dt, x∗ =

(
x∗1
x∗2

)

.

После решения задачи (58) формируется вторая базовая задача

dy

ds
= −c1y + d1u1, y(0) = −d1

c1
u(t∗),

y(−∞) = 0, J2(u) =
1

2

0∫

−∞

(u21 + u22)ds→ min .

(61)

Здесь u(t), t ∈ [t∗, t∗], – решение задачи (58). Динамическая система во вто-
рой базовой задаче вполне управляема. В силу принципа максимума решение
задачи (61) будет следующим:

u∗1(s) = −2u1(t∗) exp(c1s), u∗2(s) = 0, s 6 0.
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Третья базовая задача имеет вид

dz

dτ
= −c2z + d2u2, z(0) = −d2

c2
u2(t

∗),

z(−∞) = 0, J2(u) =
1

2

0∫

−∞

(u21 + u22)dτ → min .

Динамическая система в ней также является вполне управляемой. Из
принципа максимума следует, что оптимальное управление в третьей базовой
задаче представимо в виде

u∗1(τ) = 0, u∗2(τ) = −2u2(t∗) exp(c2τ), τ 6 0.

Согласно (51) управление

u01(t, µ) = u1(t)− 2u1(t
∗) exp(c1(t− t∗)/µ),

u02(t, µ) = u2(t)− 2u2(t
∗) exp(c2(t− t∗)/µ2), t ∈ [t∗, t

∗],
(62)

будет асимптотически субоптимальным управлением нулевого порядка в за-
даче (57).

При построении асимптотически субоптимальной обратной связи нулевого
порядка будем рассматривать матрицу C в (60) как функцию t∗: C = C(t∗).
В рассмотренном примере

D0 =

(
d1/c1 0
0 d2/c2

)

.

Тогда согласно (56) вектор-функция

u(0)(x, t, µ) =

= D0(E2(1− 2 exp((t− t∗)/µ2)) + 2 exp((t− t∗)/µ)FT
0 (t))C−1(t)F0(t)x

представляет собой асимптотически субоптимальную обратную связь нуле-
вого порядка в задаче (57).

Для оценки качества построенных асимптотических приближений к реше-
нию задачи (57) были найдены состояния x1(t

∗, µ), x2(t∗, µ), y(t∗, µ), z(t∗, µ),
в которые управление (62) переводит динамическую систему при конкрет-
ных значениях малого параметра в случае, когда k = 1, c1 = 3, c2 = 1, d1 = 1,
d2 = 2, t∗ = 0, t∗ = 5, x∗1 = 5, x∗2 = −3,0, y∗ = 2,0, z∗ = 1. В частности, ока-
залось, что

x1(5, 0,1) = 0,068161 x2(5, 0,1) = 0,033727
y(5, 0,1) = −0,023323 z(5, 0,1) = −0,011998
x1(5, 0,025) = 0,016755 x2(5, 0,025) = 0,014029
y(5, 0,025) = −0,004879 z(5, 0,025) = −0,000235.

Результаты вычислений приведены с точностью до 10−6.

49



10. Заключение

В статье предложены вычислительные процедуры построения асимптоти-
ческих приближений к решению рассмотренной задачи в виде программы
и обратной связи, которые не требуют интегрирования сингулярно возму-
щенных систем. При реализации предложенных алгоритмов исходная задача
оптимального управления распадается на три невозмущенные задачи мень-
шей размерности. Такая декомпозиция позволяет эффективно решать задачи
оптимизации динамических систем с большим числом фазовых переменных.
В статье также показывается, как можно использовать построенные асим-
птотические приближения для решения рассмотренной задачи при заданных
значениях малого параметра.

Поскольку при доказательстве теоремы установлено, что при выполнении
предположений 2–4 в исходной задаче с любым начальным состоянием ди-
намической системы существует допустимое управление, эти предположения
гарантируют полную управляемость системы (1) для достаточно малых зна-
чений µ. Этот результат впервые получен в [14].

Применяемая методика позволяет исследовать задачи, в которых имеет-
ся несколько групп быстрых переменных с иерархией скоростей по целым
степеням малого параметра. При этом число задач, на которые распадается
исходная задача, равно количеству групп разнотемповых переменных. Такое
обобщение вносит в алгоритм непринципиальные изменения, которые лег-
ко прослеживаются на примере рассмотренной задачи. В то же время это
приводит к громоздким формулам. Следует также отметить, что развитие
полученных результатов на нестационарные системы с достаточно гладкими
коэффициентами не вызывает принципиальных трудностей.
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РОБАСТНОЕ УПРАВЛЕНИЕ С ЗАДАННЫМ КАЧЕСТВОМ
ПРИ ЗАДАННЫХ ОГРАНИЧЕНИЯХ.

СИСТЕМЫ С ОТНОСИТЕЛЬНОЙ СТЕПЕНЬЮ ОДИН

Работа посвящена задаче управления с заданными инженерными пока-
зателями качества переходных процессов при заданных ограничениях на
амплитуду и скорость изменения управления динамическими системами
с равной одному относительной степенью при наличии параметрической
неопределенности и внешних возмущений. На основе идей использова-
ния в обратной связи дифференцируемой аппроксимации sat-функции и
динамической оценки обобщенного возмущения предложен новый нели-
нейный робастный закон управления, который при специальном выборе
параметров гарантирует решение рассматриваемой задачи. При этом про-
цедура выбора параметров сведена к решению линейных неравенств, для
которых аналитически доказано существование решений. Теоретические
результаты сопровождены иллюстративным примером.

Ключевые слова: робастное управление, переходные процессы, инже-
нерные показатели качества, ограничения на управление, функция
насыщения.
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1. Введение

Задача управления с заданными инженерными показателями качества пе-
реходных процессов при ограничениях на сигнал управления для систем с
неизвестными параметрами и внешними возмущениями является нерешенной
в современной теории автоматического управления. Среди существующих по-
пыток решения следует отметить подходы, основанные на использовании в
законе управления i) барьерных функций [1–8], препятствующих попаданию
регулируемой переменной в запретную область, и ii) дифференцируемых ап-
проксимаций sat-функции [9–13], позволяющих обеспечить заданное разра-
ботчиком значение динамической ошибки слежения за заданием с помощью
ограниченного по амплитуде управления.

В упомянутых работах в рамках формальной постановки задачи учитыва-
ются ограничения только на амплитуду управления и не учитываются огра-
ничения на его первую производную (скорость изменения). Однако испол-
нительные механизмы реальных объектов управления обычно имеют огра-
ничения на скорость воспроизведения управления. Например, в летательных
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аппаратах максимальная мгновенная скорость отклонения управляющих ор-
ганов (элероны, рули высоты, рули направления и т.д.) всегда ограничена.
Если подобные ограничения не учитывать при проектировании закона управ-
ления, то только часть из алгоритмически сформированного управления в
действительности подействует на объект управления. Это может привести к
нарушению заданных показателей качества переходных процессов или даже
потере устойчивости замкнутой системы. Поэтому в этой работе при реше-
нии задачи управления с заданными инженерными показателями качества
предлагается на этапе синтеза учитывать ограничения и на амплитуду, и на
скорость изменения управления.

Цель данной статьи – обеспечение заданных инженерных показателей ка-
чества переходных процессов при заданных ограничениях на амплитуду и
скорость изменения управления для динамических систем с относительной
степенью один при наличии параметрической неопределенности и внешних
возмущений. Класс систем с относительной степенью один рассматривается
для простоты изложения, а полученные результаты в будущем могут быть
использованы при решении задач управления более сложными системами.

Для достижения этой цели предлагается новый закон управления, в кото-
ром пропорциональная обратная связь так же, как и в [9–13], строится с ис-
пользованием специальной дифференцируемой аппроксимации sat-функции,
но дополнительно подвергается фильтрации через нелинейный фильтр ти-
па [14]. Этот прием позволяет априорно ограничить заданными значениями
как амплитуду, так и скорость изменения управления, не требуя при этом
ограниченности амплитуды и производной выхода системы. Кроме того, в
отличие от [9–13] вместе с классической пропорциональной обратной связью
в управлении предлагается использовать динамическую оценку обобщенно-
го возмущения, выстраиваемую с помощью метода вспомогательного кон-
тура А.М. Цыкунова [15, c. 201], дополненного нелинейным фильтром [14]
для ограничения на заданном уровне скорости изменения оценки обобщенно-
го возмущения. В работе показано, что такая комбинированная нелинейная
робастная обратная связь позволяет априорно ограничить амплитуду и ско-
рость изменения управления заданными значениями и свести задачу управле-
ния с заданными показателями качества и ограничениями на амплитуду/ско-
рость управления к задаче расчета параметров управления путем решения
линейных неравенств.

Отличия предлагаемого закона управления от [1–13] состоят в следующем:
1) одновременно с обеспечением заданных инженерных показателей каче-

ства удается ограничить заданными значениями амплитуду и скорость
изменения управления,

2) процедура выбора параметров закона управления сведена к задаче ре-
шения линейных неравенств и может осуществляться численно,

3) совместность полученных линейных неравенств для выбора параметров
закона управления показана аналитически, а не численно,
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4) в отличие от [1–8] в обратной связи не используются барьерные функ-
ции, что исключает разрывы в обратной связи, вызванные делением
на ноль и/или взятием натурального логарифма от нуля (см. рис. 4 и
комментарии к нему из раздела 6),

5) в отличие от [9–13] предложенный закон управления i) содержит не
только компоненту, пропорциональную ошибке слежения, но и фор-
мируемую по методу вспомогательного контура [15, c. 201] динами-
ческую оценку обобщенного возмущения, ii) дополнен нелинейными
фильтрами, предназначенными для ограничения скорости изменения
управления.

Структура работы следующая. В разделе 2 даются основные обозначения
и определения. В разделе 3 дается постановка задачи и приводятся сопрово-
дительные комментарии. В разделе 4 излагается основной результат работы и
выводится закон управления, гарантирующий заданные показатели качества
при ограничениях на амплитуду и скорость изменения управления. В разде-
ле 5 проводится аналитическое сравнение разработанного закона управления
с предложенным в [10]. В разделе 6 приведены результаты математического
моделирования. В разделе 7 формулируются выводы и обозначаются направ-
ления дальнейших исследований.

2. Предварительные сведения

В работе приняты следующие обозначения: t > t0 > 0 – переменная вре-
мени, f : [t0,∞) 7→ R

n – функция времени, f (t) – значение функции f в мо-

мент времени t, запись F :=
{

f (t) ∈ R
n : |f (t) | 6 fU, |ḟ (t) | 6 vU

}

обознача-

ет пространство функций времени, у которых в момент времени t амплитуда
и первая производная ограничены числами fU > 0, vU > 0, σ: R 7→ R – любая
дифференцируемая аппроксимация функции насыщения, удовлетворяющая
условиям1:

a) |σ′ (s)|=
∣
∣
∣
∂σ(s)
∂s

∣
∣
∣ 6 κ ∈ (1, 2) для всех s ∈ R,

б ) sσ (s) > 0 для всех s 6= 0, σ (0) = 0,

в) σ (s) = sign {s} для всех |s| > 1,

г) |s| < |σ (s)| < 1 для |s| < 1,

д) существует δ ∈ (0, 1) такая, что |s− σ (s)| 6 δ для всех |s| 6 1,

е) существует L > κ такая, что |σ (a)− σ (b)| 6 L |a− b| для всех a, b ∈ R.

Например, при κ ≃ 1,26, δ ≃ 0,088, L ≃ 1,3 условиям а)–е) удовлетворяет

σ (s) = sign {s}
(

1− (1−min {|s| , 1})1,26
)

.

1 Здесь и далее sat {s} = sign {s}min {|s| , 1} , sign {s} ∈











1, s > 0

[−1, 1] , s = 0

−1, s < 0.
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Рис. 1. Ошибка аппроксимации sat-функции.

На рис. 1 приведено сравнение sat-функции с данной функцией.

3. Постановка задачи

Рассмотрим динамическую систему

ẏ(t) = bu(t) + f (t, y, u) , y (t0) = y0,(3.1)

где y(t) ∈ R – измеряемый выход, u(t) ∈ R – управление, f (t, y, u) ∈ R – неиз-
меряемое обобщенное возмущение («сумма» параметрических и внешних воз-
мущений), b > 0 – известная оценка на коэффициент усиления системы, ко-
торая для простоты и без потери общности принимается положительной.

Для системы (3.1) требуется сформировать управление u(t) так, чтобы для
всех t > t0 были выполнены условия:

y(t) ∈ Y :=
{
y(t) ∈ R: g(t) 6 y(t) 6 g(t)

}
,(3.2)

u(t) ∈ U :=
{
u(t) ∈ R: |u(t)| 6 uU, |u̇(t)| 6 vU

}
,(3.3)

где uU > 0, vU > 0 – известные числа, а g(t), g(t) измеряемы для всех t > t0.

Таким образом, рассматривается задача обеспечения заданных показате-
лей качества переходных процессов по выходу с помощью управлений из
класса сигналов с ограниченной в каждый момент времени амплитудой и
скоростью. Данную задачу будем решать, требуя выполнение следующих до-
пущений.

Допу щ ени е 1. Центр множества Y для всех t > t0 удовлетворяет усло-
вию:

g(t) ∈ G :=
{
g(t) ∈ R: |ġ(t)| 6 g∆1 , |g̈(t)| 6 g∆2

}
,

где g(t) =
g(t)+g(t)

2 – измеряемый сигнал (центр множества Y), g∆1 > 0,
g∆2 > 0 – известные числа.
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Допу щ ени е 2. Существуют и известны числа γu ∈ (0, 1), γv ∈ (0, 1) та-
кие, что для всех g(t) ∈ G, u(t) ∈ U , y(t) ∈ Y , Y ⊂ Y и всех t > t0 верно

F (t) ∈ F :=
{

F (t) ∈ R: |F (t)| 6 γu,
∣
∣
∣Ḟ (t)

∣
∣
∣ 6 γvρ

}

,

где F (t) := f(t,y,u)−ġ(t)

buU
, ρ = vU

uU
.

Допу щ ени е 3. y (t0) ∈ Y, где y (t) – решение (3.1).

Обсуждая поставленную задачу, в первую очередь заметим, что знание
коэффициента b не является ограничительным требованием. Действительно,
с помощью декомпозиции

β (t, y, u)u(t) = bu(t) + ∆b (t, y, u)u(t)

при выполнении условий

|∆b (t, y, u)| < b,

1

b

∣
∣
∣
∣

d∆b (t, y, u)

dt
u(t) + ∆b (t, y, u) u̇(t)

∣
∣
∣
∣
< vU

(3.4)

для всех t > t0 и u (t) ∈ U , g (t) ∈ G во внешнее возмущение f (t, y, u) может
быть включена компонента ∆b (t, y, u)u(t), вызванная неопределенностью ис-
тинного коэффициента усиления β (t, y, u). Невыполнение неравенств (3.4)
может означать смену знака коэффициента усиления системы (потерю управ-
ляемости) и точно означает невыполнение допущения 2. В целом допуще-
ние 2 означает, что обобщенное возмущение («сумма» внешних и парамет-
рических возмущений), приведенное к ресурсу управления, в множестве Y
принадлежит такому же классу сигналов, что и имеющиеся в распоряжении
управление.

Допущения 1 и 2 связаны между собой, а поэтому числа g∆1 > 0 и g∆2 > 0
из первого допущения не могут быть произвольными и должны удовлетво-
рять ограничениям

g∆1
buU

< γu,
g∆2
bvU

< γv,(3.5)

т.е. ресурс управляющего воздействия по амплитуде (buU) и скорости (bvU)
должен превышать скорость и ускорение центра целевого множества. Нера-
венства (3.5) и допущение 3 для заданных y (t0), b, u

U, vU всегда могут быть
выполнены путем специального выбора множества Y.

3.1. Комментарии

На первый взгляд, поставленная задача управления системой первого по-
рядка (3.1) является несодержательной – на практике очень редко встречают-
ся системы, описываемые дифференциальными уравнениями первого поряд-
ка. Однако следует учитывать, что с помощью специальных преобразований
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и замен переменных содержательные задачи управления различными слож-
ными системами высокого порядка могут быть сведены до рассматриваемой
задачи управления системой первого порядка. Далее рассмотрим некоторые
примеры таких параметризаций.

Прим ер 1. Рассмотрим линейную систему

ẋ(t) = Ax(t) +B
(

u(t) + d(t)
)

, x (t0) = x0,

y(t) = Cx(t),
(3.6)

где x(t)∈Rn – состояние системы, y(t)∈R – измеряемый выход, u(t)∈R –
управление, d(t)∈R – неизмеряемое возмущение, A∈Rn×n – матрица состоя-
ний, B ∈Rn×1 – вектор коэффициентов усиления, C ∈R1×n – вектор, фор-
мирующий выход, пары (A, B) и (A, C) соответственно полностью наблю-
даемы и управляемы. Матрицы A, B, C неизвестны, но известна относитель-
ная степень системы, которая может быть произвольной, но постоянной, т.е.
1 6 r 6 n, где число r определяется из соотношений CB = 0, CAB = 0, . . . ,
CAr−1B 6= 0.

Согласно анализу [16, c. 21]; [17] в принятых условиях существует неиз-
вестная, но невырожденная замена переменных

[
η (t)
ξ (t)

]

=

[
T0
T1

]

x (t) =










T0
C
CA
...

CAr−1










x (t) ,

приводящая (3.6) к следующему виду:

η̇(t) = A00η(t) +A01ξ(t),

ξ̇1(t) = ξ2(t),

ξ̇j(t) = ξj+1(t), j = 2, . . . , r − 1,

ξ̇r(t) = β
[

u(t) + d(t) + w (t, ξ)
]

,

y(t) = ξ1(t),

(3.7)

где
[
M0 M1

]
[
T0
T1

]

= I, T0B = 0 и

A00 = T0AM0, A01 = T0AM1,

A10 = CArM0, A11 = CArM1, β = CAr−1B,

w (t, ξ) = β−1
(

A10η(t) +A11ξ(t)
)

.

Если нули передаточной функции от u(t) + d(t) к y(t) лежат в левой по-
луплоскости, то матрица A00 гурвицева [16, 17] и, следовательно, на всех
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траекториях ξ(t) сигнал β−1A10η(t) допустимо трактовать как ограниченное
внешнее возмущение.

Если дополнительно r = 1, то ξ(t) := y(t) и из (3.7) мгновенно получаем:

ẏ(t) = bu(t) + f (t, y, u) ,

где

f (t, y, u) := βd(t) +A10η(t) +A11y(t) + (β − b) u(t),

а сигнал βd(t) +A10η(t) отождествлен с компонентой f (t, ·, ·).
Поэтому при r = 1 задача расположения выхода системы (3.6) в заданном

множестве (3.2) при выполнении ограничений (3.3) эквивалентна поставлен-
ной одномерной задаче.

Если n > r > 1, то будем считать, что с помощью хорошо изученных в тео-
рии автоматического управления дифференциаторов (наблюдателей произ-
водных) [14, 18, 19] для всех t > t0 для измерения доступны оценки ξ̂(t) со-
стояний ξ(t). При этом предположим, что для ошибки оценивания ξ̃(t) =
= ξ̂(t)− ξ(t) и ее производной выполнены соотношения:

∣
∣
∣ξ̃i(t)

∣
∣
∣ 6 δ1,

∣
∣
∣
˙̃
ξi(t)

∣
∣
∣ 6 δ2, i = 1, . . . , r,

где δ1 > 0, δ2 > 0.

Эти требования не являются ограничительными, поскольку существую-
щие наблюдатели производных обеспечивают их выполнение [14].

Применим к ξ̂1(t) линейный оператор:

λr−1s(t) = (p+ λ)r−1
[

ξ̂1(t)
]

= (p+ λ)r−1
[

y(t)
]

+ (p+ λ)r−1
[

ξ̃1(t)
]

,

где p := d
dt
[.], а величина s(t) измеряема, поскольку может быть рассчитана

по оценкам r производных выхода системы.

Дифференцируя переменную s(t) по времени, можем получить:

ṡ(t) = λ1−r
[

ξ̇r(t) + ǫ (ξ1, . . . , ξr−1) + (p+ λ)r−1
[
˙̃
ξ1(t)

]]

=

= λ1−r
[

β [u(t) + d(t) + w (t, ξ)] + ǫ(t) + (p+ λ)r−1
[
˙̃ξ1(t)

]]

=

= bu(t) + f (t, s, u) ,

(3.8)

где

f (t, s, u) :=
(
λ1−rβ − b

)
u(t) +

+ λ1−r
(

βd(t) +A10η(t) +A11ξ(t) + ǫ(t) + (p+ λ)r−1p
[

ξ̃1(t)
])

и в слагаемом ǫ (ξ1, . . . , ξr−1) : = ǫ(t) сосредоточены все остальные производ-
ные.
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Поскольку

y(t) =
λr−1

(p+ λ)r−1 [s(t)]− ξ̃1(t),

то при достаточно большом значении параметра λ > 0 и достаточно малой
оценке сверху δ1 в силу монотонной зависимости y(t) от s(t) получаем, что
задача расположения выхода системы (3.6) в заданном множестве (3.2) при
выполнении ограничений (3.3) для ситуации n > r > 1 сводится к поставлен-
ной одномерной задаче.

По полной аналогии к задаче управления системой первого порядка может
быть сведена задача управления классом нелинейных минимально-фазовых
систем с произвольной относительной степенью [16, c. 167].

Прим ер 2. Рассмотрим каскадную систему

ẋ1(t) = b1x2(t) + f1 (t, x, u) ,

ẋj(t) = bjxj+1(t) + fj (t, x, u) , j = 2, . . . , n − 1,

ẋn(t) = bnu(t) + fn (t, x, u) ,

y(t) = x1(t),

(3.9)

где x(t)∈Rn – измеряемые состояния, fi (t, x, u) – неизвестные возмущения,
bi > 0 – известные оценки на коэффициенты усиления.

Требуется расположить выход системы (3.9) в заданном множестве (3.2)
при выполнении ограничений (3.3) и дополнительно обеспечить для всех t >
> t0 ограниченность всех координат состояний:

y(t)∈Y ⊂ X1, xi(t)∈Xi, i = 2, . . . , n,

где Xi :=
{
xi(t)∈R : |xi(t)| 6 xUi

}
.

Замена переменных

s1(t) = x1(t)− g(t),
si(t) = xi(t)− ui−1(t), i = 2, . . . , n,

позволяет переписать (3.9) в следующем виде:

ṡ1(t) = b1

(

u1(t) + s2(t)
)

+ f1 (t, x, un)− ġ(t),

ṡj(t) = bj

(

uj(t) + sj+1(t)
)

− u̇j−1(t) + fj (t, x, un) , j = 2, . . . , n− 1,

ṡn(t) = bnun(t)− u̇n−1(t) + fn (t, x, un) ,

(3.10)

где ui(t) – фиктивные управления, и для общности принято un(t) := u(t).

Таким образом, задача расположения выхода системы (3.9) в заданном
множестве (3.2) сводится к решению n одномерных и однотипных задач рас-
положения состояний si(t) в заданных множествах:

S1 := {s1(t)∈R: |s1(t)| 6 ε} ,
Si :=

{
si(t)∈R: |si(t)| 6 xUi − uUi−1

}
, i = 2, . . . , n,
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для всех t > t0 при выполнении ограничений на амплитуду и скорость изме-
нения истинного управления (3.3) и амплитуду фиктивных управлений

Ui :=
{
ui(t)∈R : |ui(t)| 6 uUi

}
, i = 1, . . . , n− 1,

где uUi < xUi+1 – это известное число.

При этом, если ограничение на амплитуду фиктивных управлений допол-
нить ограничениями на скорость (где vUi > 0, i = 1, . . . , n− 1 – это известное
число)

Ui: =
{
ui(t)∈R: |ui(t)| 6 uUi , |u̇i(t)| 6 vUi

}
,

то для всех k = 2, . . . , n в каждом k-м уравнении системы (3.10) слагае-
мое u̇k−1(t) трактуется как ограниченное на заданном уровне vUk−1 внешнее
возмущение. Следовательно, решая задачи стабилизации итеративно и сни-
зу вверх (в направлении от sn(t) к s1(t)) с помощью управлений ui(t) ∈ Ui
для всех i = 1, . . . , n − 1, в каждом i-м уравнении можно рассматривать ве-
личину si+1(t) уже ограниченной Si+1, а значит, на каждом шаге процедуры
приходим в точности к поставленной в данной работе одномерной задаче рас-
положения выхода системы (3.1) в заданном множестве (3.2) при выполнении
ограничений на амплитуду и скорость управления.

Оба рассмотренных примера демонстрируют, что достаточно общие и со-
держательные задачи управления, часто встречающиеся на практике, сводят-
ся к решению рассматриваемой в работе одномерной задачи. В завершение
подраздела необходимо заметить, что задачи из примеров 1 и 2 в этой работе
не решаются, а только приводятся для иллюстрации возможности использо-
вания при их решении основного результата этой работы. Другими словами,
результаты этой работы являются установочными на пути к решению задач,
например, рассмотренных в примерах 1 и 2. Cтоит заметить, что фактически
решение задачи (3.2), (3.3) для системы (3.1) означает решение той же задачи
для класса нелинейных систем с неизвестными параметрами, относительной
степенью, равной единице, и устойчивой внутренней динамикой (такие систе-
мы, согласно [16, c. 167] и примеру 1, приводятся к виду (3.1), и для них при
определенных условиях будет выполнено допущение 2). Определение условий
на правую часть уравнений системы, при которых выполняется допущение 2,
также выносится за рамки настоящей работы.

4. Основной результат

В разделе 4.1 выводится структура закона управления, а задача выбора
его параметров и обеспечение цели (3.2) при ограничениях (3.3) сводится к
нахождению решения системы линейных неравенств. В разделе 4.2 обсуж-
дается инженерная интерпретация полученного закона управления, а также
приводится MatLab код, решающий неравенства, полученные в разделе 4.1.
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4.1. Робастное управление с заданным качеством
при заданных ограничениях

Задача расположения выхода y(t) в заданном множестве Y слабее задачи
слежения за его центром g(t) с динамической ошибкой, не превосходящей по
модулю минимальной ширины множества, т.е.

ЕСЛИ |y(t0)−g(t0)|6 ε⇒∀t> t0, |y(t)−g(t)|6 ε, ТО y(t)∈Y, ∀t> t0,(4.1)

где ε = min
{

inf
t
|g(t)− g(t)| , inf

t

∣
∣g(t)− g(t)

∣
∣

}

– минимальная ширина Y.

Другими словами, выполнение условия |y(t)− g(t)| 6 ε для всех t > t0 бу-
дет мгновенно означать выполнение заданных показателей качества (3.2),
но не наоборот. Поэтому предлагается рассматривать задачу управления с
заданными показателями качества как задачу слежения за центром множе-
ства Y с заданным значением динамической ошибки.

Для решения такой задачи при ограничениях (3.3) декомпозируем управ-
ление следующим образом:

u(t) = (1− γu)uUus(t) + γuu
Uuc(t),(4.2)

где us(t), uc(t) – соответственно стабилизирующая и компенсирующая ком-
поненты управления.

Тогда в силу соотношений

|u(t)| =
∣
∣(1− γu)uUus(t) + γuu

Uuc(t)
∣
∣ 6 uU,

|u̇(t)| =
∣
∣(1− γu)uUu̇s(t) + γuu

Uu̇c(t)
∣
∣ 6 vU

ограничения (3.3) слабее ограничений

(1− γu) |us(t)|+ γu |uc(t)| 6 1,(4.3a)

(1− γu) |u̇s(t)|+ γu |u̇c(t)| 6 ρ.(4.3б)

Благодаря выполненной декомпозиции (4.2), задача обеспечения ограни-
чений на управление (3.3) свелась к выполнению неравенств (4.3a) и (4.3б)
для всех t > t0.

Для решения задачи слежения (4.1) при ограничениях (4.3a) и (4.3б) ком-
поненты управления зададим следующим образом:

u̇s(t) = −
(1− µκγv) ρ

1− γu
σ

(

1

λ1

(

us(t) + σ
( K

1− γu
z
))
)

, |us (t0)| 6 1,

u̇c(t) = −
µκγvρ

γu
σ

(

1

λ2

(

uc(t) + σ
( 1

γu
Φ
))
)

, |uc (t0)| 6 1,

(4.4)

где 1 < µ < 1
κγv

, λ1 > 0, λ2 > 0, K > 0 и z(t) = y(t)−g(t)
buU , а величина Φ(t) будет

определена в ходе дальнейших построений.

Если Φ(t) := F (t), то −γuuc(t) – это компонента возмущения с ограничен-
ными на требуемом уровне амплитудой и скоростью изменения. Посколь-
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ку обобщенное возмущение F (t) неизмеряемо, то предлагается сформиро-
вать Φ(t) с помощью вспомогательного контура А.М. Цыкунова [15, c. 201]:

Φ(t) := χ(t)− uf (t),(4.5)

где l > 0 и

χ(t) = l
(

z(t)− zf (t)
)

,

żf (t) = χ(t), zf (t0) = z (t0) ,

u̇f (t) = l

(
1

uU
u(t)− uf (t)

)

, uf (t0) = u0f ,

а тогда −γuuc(t) – это оценка возмущения с ограниченной на требуемом
уровне амплитудой и скоростью изменения.

Заметим, что в силу (4.4) скорости изменения компонент us(t), uc(t) для
всех t > t0 по модулю ограничены заданными положительными числами
(1−µκγv)ρ

1−γu
и µκγvρ

γu
, а значит, неравенство (4.3б) является тождеством:

(1− µκγv) ρ+ γu
1

γu
κµγvρ 6 ρ.(4.6a)

С другой стороны, если для всех t > t0 выполнены условия |us(t)| 6 1,
|uc(t)| 6 1, то неравенство (4.3a) тоже является тождеством:

1− γu + γu 6 1.(4.6б)

Таким образом, выполнение ограничений (3.3) на амплитуду и скорость
изменения управления сводится к выполнению условий |us(t)| 6 1, |uc(t)| 6 1
для всех t > t0. В следующей теореме получены условия, при которых спра-
ведливы такие оценки, а ограничения (3.3) выполнены.

Те ор ем а 1. Пусть

γu ∈ (0, 1) , γv ∈ (0, 1) , κ∈ (1, 2) , ρ > 0, 1 < µ <
1

κγv
,

λ1 > 0, λ2 > 0, K > 0, l > 0,

тогда закон управления (4.4), (4.5) с начальными условиями

|us (t0)| 6 1, |uc (t0)| 6 1(4.7)

для всех t > t0 обеспечивает u(t)∈U .

Доказательство теоремы 1 приведено в Приложении.

Поскольку переменные us(t), uc(t) являются внутренними состояниями об-
ратной связи, то всегда возможно установить us(t0), uc(t0) так, что ограни-
чение u(t)∈U выполнено для всех t > t0. Несмотря на использование в за-
коне управления параметров γu, γv, существование оценок на возмущение из
допущения 2 для доказательства теоремы 1 не требуется, а поэтому ограни-
ченность амплитуды и скорости изменения управления обеспечивается неза-
висимо от выполнения допущения 2 и, более того, приводит к выполнению
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всех его предпосылок. Этот результат позволяет получить условия, при вы-
полнении которых сделанный выбор управления доставляет решение задачи
управления с заданным качеством (3.2) при заданных ограничениях на ам-
плитуду и скорость изменения управления (3.3).

Те ор ем а 2. Пусть выполнены допущения 1–3, при заданных пара-
метрах

γu ∈ (0, 1) , γv ∈ (0, 1) , buU > 0, δ ∈ (0, 1) ,

κ∈ (1, 2) , L > κ, ρ > 0, ε > 0
(4.8a)

и некотором коэффициенте

1 < µ∗ <
1

κγv
(4.8б)

относительно Ψ∈R5 разрешимы линейные неравенства:

e⊤i ΓΨ < e⊤i Θ, i = 1, . . . , 4,

e⊤j Ψ > 0, j = 1, . . . , 5,
(4.9)

где ei ∈R4, ej ∈R5 – координатные векторы соответствующих про-
странств,

Γ =








0 0 0 1− µ∗ 1
0 1− γu γu Lγvρ Lγvρ

−(1− µ∗κγv) ρ
κ

1− γu γu Lγvρ Lγvρ

(1− γu) buU 0 0 0 0







, Θ =







0
1− (1 + δ) γu
−1 + (1− δ) γu

ε






.

Тогда закон управления (4.4), (4.5) с коэффициентами

K = Ψ̂−1
1 , λ1 = Ψ̂2, λ2 = Ψ̂3, l = Ψ̂−1

4 , τ = Ψ̂5, µ = µ∗,(4.10)

начальными условиями (4.7) и

|z (t0)| 6
1− γu
K

,

∣
∣
∣
∣
us (t0) + σ

(
K

1− γu
z (t0)

)∣
∣
∣
∣
6 λ1,(4.11a)

|−uf (t0)− F (t0)| 6 τγvρ,

∣
∣
∣
∣
uc (t0)− σ

(
1

γu
uf (t0)

)∣
∣
∣
∣
6 λ2(4.11б)

для всех t > t0 обеспечивает u(t)∈U и y(t)∈Y.

Доказательство теоремы 2 приведено в Приложении.

В теореме 2 показано, что расчет параметров закона управления по фор-
мулам (4.10) при выполнении условий (4.8a), (4.8б) и (4.9) гарантирует вы-
полнение поставленной цели (3.2) при заданных ограничениях (3.3) на ампли-
туду и скорость изменения управления. Однако в теореме 2 ничего не сказано
про разрешимость линейных неравенств (4.9) для всех значений параметров
(4.8a) и коэффициента (4.8б). В следующей лемме определим условия, при
выполнении которых неравенства (4.9) совместны.
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Лемма 1. Пусть

γu ∈
(

0,
1

1 + (1 + α) δ

)

, α∈ (0, 1) , γv ∈ (0 1) ,

buU > 0, δ ∈ (0, 1) , κ∈ (1, 2) , L > κ, ρ > 0

и

1 < µ∗ <
1

κγv
.

Тогда при любом ε > ε > 0 относительно Ψ∈R5 разрешимы неравенства
(4.10).

Доказательство леммы 1 и формула для ε приведены в Приложении.

Таким образом, в соответствии с леммой 1 существуют числа ε, для кото-
рых неравенства (4.9) совместны. Однако согласно лемме 1 для существова-

ния решений у неравенств (4.9) требуется γu ∈
(

0, 1
1+(1+α)δ

)

, α∈ (0, 1). Этот

уменьшенный диапазон допустимых значений коэффициента γu не совпадает
с диапазоном, заданным в допущении 2. Но это обстоятельство не является
серьезным препятствием для достижения цели (3.2) при ограничениях (3.3),
поскольку параметр δ является параметром функции σ (.) из условия д). Для
следующей дифференцируемой функции, отвечающей условиям а)–е),

σ (s) = sign {s}
(

1− (1−min {|s| , 1})1,0178
)

(4.12)

верно δ = 6,5 · 10−3, следовательно, 1
1+(1+α)δ 6 0,9872, и интервал из допуще-

ния 2 с достаточной точностью совпадает с интервалом, в котором неравен-
ства (4.9) совместны.

Условия из леммы 1 являются только достаточными, и их невыполнение не
значит отсутствие решений у неравенств (4.9), т.е. из невыполнения условий
леммы 1 не следует неспособность предлагаемого закона управления обеспе-
чить выполнение цели (3.2) при заданных ограничениях (3.3) и требуемой
ε < ε. Однако результат леммы 2 важен с теоретической точки зрения, по-
скольку позволяет сделать вывод о принципиальной возможности разреше-
ния (4.9) для множества заданной ширины.

Непосредственно решение неравенств (4.9) может осуществляться различ-
ными алгоритмами с использованием различных пакетов прикладных про-
грамм. Например, можно использовать алгоритмы, предназначенные для ре-
шения задач линейного (функция linprog в среде MatLab) или полуопреде-
ленного программирования (cvx, SEDUMI, YALMIP в среде MatLab).

Согласно теореме 2 любые решения неравенств позволяют получить за-
кон управления, обеспечивающий заданные инженерные показатели качества
управления по выходу (3.2) при заданных ограничениях на управление (3.3).
Поэтому вопрос поиска наиболее подходящего решателя или оптимального
решения рассматриваемых неравенств выходит за рамки сделанной в этой
работе теоретической постановки задачи и требует ее уточнения или расшире-
ния каким-либо критерием оптимальности. С практической точки зрения ре-
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шения, получаемые при использовании разных численных алгоритмов, иден-
тичны с точки зрения показателей качества (3.2) и ограничений (3.3), но мо-
гут отличаться, например, по критерию колебательности выхода внутри це-
левого множества или ограниченности ускорения управления. По мнению ав-
тора, наиболее удачные по упомянутым критериям решения неравенств (4.9)
удается получить путем использования метода внутренней точки (функция
feasp в MatLab).

Приведенный ниже программный код, написанный на языке MatLab с по-
мощью функции feasp, реализует решение неравенств (4.9) для заданных па-
раметров (4.8a) и выбранного коэффициента (4.8б). Результатом выполнения
кода являются параметры управления.

1 % SYSTEM PARAMETERS

2 rho=1.5; g_u=0.98; g_v=0.45; bU=0.8*(1.4522e+04)*1/3;

3 kappa=1.04; delta=6.5*10^-3; L=1.1; mu=1.01; eps=5;

4 % INEQUALITIES INITIALIZATION AND SOLUTION

5 Gamma=[0 0 0 1-mu 1; 0 1-g_u g_u L*g_v*rho L*g_v*rho;

6 -(1-mu*kappa*g_v)*rho/kappa 1-g_u g_u L*g_v*rho L*g_v*rho;

7 (1-g_u)*bU 0 0 0 0];

8 Theta=[0; 1-(1+delta)*g_u;-1+(1-delta)*g_u; eps];

9 e1=[1 0 0 0]; e2=[0 1 0 0]; e3=[0 0 1 0]; e4=[0 0 0 1];

10 setlmis([]); Psi=lmivar(2,[5 1]);

11 lmiterm([-1 1 1 Psi],.5*[1,0,0,0,0],1,’s’);

12 lmiterm([-2 1 1 Psi],.5*[0,1,0,0,0],1,’s’);

13 lmiterm([-3 1 1 Psi],.5*[0,0,1,0,0],1,’s’);

14 lmiterm([-4 1 1 Psi],.5*[0,0,0,1,0],1,’s’);

15 lmiterm([-5 1 1 Psi],.5*[0,0,0,0,1],1,’s’);

16 lmiterm([6 1 1 Psi],.5*e1*Gamma,1,’s’);

17 lmiterm([7 1 1 Psi],.5*e2*Gamma,1,’s’);

18 lmiterm([8 1 1 Psi],.5*e3*Gamma,1,’s’);

19 lmiterm([9 1 1 Psi],.5*e4*Gamma,1,’s’);

20 lmiterm([-6 1 1 0],e1*Theta); lmiterm([-7 1 1 0],e2*Theta);

21 lmiterm([-8 1 1 0],e3*Theta); lmiterm([-9 1 1 0],e4*Theta);

22 LM1=getlmis;[tmin,xfeas] = feasp(LM1, [0 1000 1e22 0 0]);

23 % if tmin < 0, then the inequalities (4.9) is feasible
24 PS1 = [1 0 0 0 0]*dec2mat(LM1,xfeas,Psi);

25 PS2 = [0 1 0 0 0]*dec2mat(LM1,xfeas,Psi);

26 PS3 = [0 0 1 0 0]*dec2mat(LM1,xfeas,Psi);

27 PS4 = [0 0 0 1 0]*dec2mat(LM1,xfeas,Psi);

28 PS5 = [0 0 0 0 1]*dec2mat(LM1,xfeas,Psi);

29 K=PS1^-1; lambda1=PS2; lambda2=PS3; l=PS4^-1; mu=mu; tau=PS5;

Зам е ч а ни е 1. С помощью охвата начального условия y (t0) некоторой
малой окрестностью центра множества Y можно выполнить неравенство
|z (t0)| 6 1−γu

K
. Условия (4.11б) не являются ограничительными для практи-

ческих задач, поскольку обычно в начальный момент времени t0 выполняется
y (t0) = 0, u (t0) = 0, ġ (t0) = 0, а возмущение f (t, y, u) удовлетворяет условию
f (t0, 0, 0) = 0. Поэтому для выполнения условий (4.11б) обычно достаточно
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установить uf (t0) = uc (t0) = 0. Если это не так, то предлагается использо-
вать следующий простой прием. Поскольку Φ(t) – это оценка F (t), то на
t < t0 можно сформировать оценку Φ(t) и в момент времени запуска системы
управления t0 установить uf (t0) = −Φ (t0). Если при t < t0 в (4.5) использо-
вать достаточно большой параметр l > 0, то равенство uf (t0) = −Φ (t0) будет
выполнено с любой наперед заданной точностью [15]. Другими словами, если
априорно ничего неизвестно о выполнении условий (4.11б), то имеет смысл
сначала запустить наблюдатель возмущения (4.5), а только после этого ини-
циализировать систему управления (4.4) с учетом уже сформированной к
моменту времени t0 оценки возмущения.

Зам е ч а ни е 2. В соответствии с доказательством теоремы 2 при невы-
полнении ограничений на начальные условия (4.11a), (4.11б), но выполнении
неравенств (4.7), (4.9) верно u (t)∈U для всех t > t0 и для всех y (t0)∈Y су-
ществует момент времени T > t0 такой, что y (t)∈Y для всех t > T .

Зам е ч а ни е 3. Для уменьшения значений коэффициентов закона управ-
ления (4.4) неравенства (4.9) можно дополнять ограничениями вида Ψi >

> Ψi > 0, где Ψi > 0 – заданные числа.

4.1.1. Идентификация начальных условий обобщенного возмущения

В соответствии с результатами теоремы 2 достижение цели (3.2) суще-
ственно зависит от выполнения неравенств (4.11a) и (4.11б). Согласно рас-
суждениям, представленным в замечании 1, неравенства (4.11a) всегда мож-
но выполнить путем выбора g (t0), g (t0), us (t0) при известном y (t0). В этом
подразделе разовьем предложенную в том же замечании идею выполнения
неравенств (4.11б) путем идентификации начального условия F (t0) обобщен-
ного возмущения. С этой целью будем считать, что t0 > 0 – это момент ини-
циализации закона управления (4.4), (4.5) для системы (3.1), а t = 0 – это
момент начала наблюдения за состояниями системы (3.1). Тогда для выпол-
нения неравенств (4.11б) предлагается следующая инициализация начальных
условий закона управления:

uf (t0) = −F̂ (t0) ,

uc (t0) = σ

(
1

γu
uf (t0)

)

,
(4.13)

где F̂ (t) – формируемая на отрезке [0, t0] оценка начальных условий F (t0).

Значит, выполнение неравенств (4.11б) сводится к построению на отрез-
ке [0, t0] оценки возмущения такой, что выполнено неравенство

∣
∣
∣F̂ (t0)− F (t0)

∣
∣
∣ 6 τγvρ, τ > 0.(4.14)

Для достижения этой цели введем в рассмотрение наблюдатель возмуще-
ний, структурно повторяющий (4.5), но начинающий функционирование при
t = 0:

F̂ (t) = χ̂(t)− û(t)− ġ(t)

buU
,(4.15)

66



где

χ̂(t) = k
(

z(t)− ẑ(t)
)

,

˙̂z(t) = χ̂(t), ẑ (0) = z (0) ,

˙̂u(t) = k

(
1

uU
u(t)− û(t)− ġ(t)

buU

)

, û (0) = 0

и k > 0, g (t) = 0 и ġ (t) = 0 для всех t0 > t > 0.

Тогда ошибка F̃ (t) = F̂ (t)− F (t) для всех t0 > t > 0 подчиняется следую-
щему выражению:

˙̃F (t) = k
(

ż(t)− ˙̂z(t)
)

− ˙̂u(t)− g̈(t)

buU
− Ḟ (t) = −kF̃ (t)− ḟ (t, x, u)

buU
,(4.16)

где F̃ (0) = −F (0).

На основании уравнения (4.16) нетрудно доказать следующее

У тв е ржд е ни е 1. Пусть
∣
∣
∣
ḟ(t, x, u)

buU

∣
∣
∣ 6 γvρ для всех 0 6 t 6 t0 и началь-

ные условия компенсационной компоненты управления (4.4), (4.5) заданы вы-
ражениями (4.13), (4.15). Тогда для любых F (0) и t0 > 0 существует k∗ > 0
такое, что выбор

k > k∗(4.17)

гарантирует выполнение неравенства (4.11б).

Доказательство утверждения 1 приведено в Приложении.

Таким образом, используя предложенный алгоритм инициализации на-
чальных условий компенсационной части управления, всегда возможно удо-
влетворить неравенства (4.11б). Это позволяет сделать вывод о том, что
все требования на начальные условия (4.7), (4.11a), (4.11б) из теоремы 2
не являются ограничительными и могут быть выполнены путем: а) выбора
g (t0), g (t0), us (t0) при известном y (t0), б ) инициализации начальных усло-
вий компенсационной компоненты управления (4.4), (4.5) с использованием
алгоритма (4.13), (4.15), (4.17). Также необходимо отметить, что неравенство
∣
∣
∣
f(t, x, u)

buU

∣
∣
∣ 6 γvρ может быть выполнено и для неустойчивых систем, а зна-

чит, в утверждении 1 не требуется, чтобы система была устойчивой и/или
находилась в состоянии равновесия на [0, t0].

4.2. Инженерная интерпретация

Закон управления (4.4), (4.5) состоит из пропорциональной обратной свя-
зи, амплитуда и скорость которой для всех моментов времени ограничена чис-
лами (1− γu)uU и (1− µκγv) vU соответственно, а также взятой с обратным
знаком оценки обобщенного возмущения, амплитуда и скорость которой для
всех моментов времени ограничена соответственно числами γuu

U и µκγvv
U.
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Расчет параметров такого закона управления в соответствии с теоремой 2
требует решения линейных неравенств (4.9) и знания значений следующих
параметров:

– максимального обобщенного ресурса управления buU, где b – известная
оценка неизвестного коэффициента усиления системы (см. раздел 3.1.2),

– ограничений uU и vU на амплитуду и скорость изменения управления,

– коэффициентов γu и γv, которые показывают, во сколько раз амплитуда
и скорость изменения возмущения, приведенного к максимальному ресурсу
управления, меньше единицы,

– минимальной ширины целевого множества ε.

В практических задачах наличие информации о значениях этих парамет-
ров не является ограничением, поскольку часть параметров закладывается
на этапе проектирования исполнительного механизма системы (uU, vU, b) или
на этапе формирования технического задания на разработку системы управ-
ления (ε). Другая же часть, а именно числа γu ∈ (0, 1), γv ∈ (0, 1), с теорети-
ческой точки зрения могут быть выбраны произвольно близкими к правым
границам интервалов их допустимых значений. Однако с практической точки
зрения и в силу консервативности, заложенной при выводе неравенств (4.9), в
такой асимптотике нет необходимости, а выбор значений γu, γv должен быть
ориентирован на удовлетворение неравенств (3.5).

Для решения неравенств (4.9) также необходимо знать параметры κ, L, δ
из свойств а)–е) используемой аппроксимации функции насыщения. Это тре-
бование не является ограничительным, поскольку для каждой конкретной
аппроксимации эти параметры всегда могут быть вычислены численно или
найдены аналитически. Более того, в этой работе для двух функций (см. раз-
дел 2 и формулу (4.12)) уже приведены значения этих параметров.

При совместности неравенств (4.9), согласно теореме 2, закон управле-
ния (4.4), (4.5) с параметрами (4.10) и начальными условиями (4.7), (4.11a),
(4.11б) гарантированно обладает следующим свойством:

Если выполнены допущения 1–3, то для любых обобщенных возмуще-
ний F (t) с амплитудой, не превосходящей 100γu% от uU, и скоростью из-
менения, не превосходящей 100γv% от vU, гарантируется y(t)∈Y, u(t)∈U
для всех t > t0.

5. Аналитическое сравнение

По структуре и свойствам закон управления (4.2) наиболее близок к за-
кону управления из [10]. В соответствии с результатами [10] для обеспечения
заданного значения динамической ошибки слежения за центром множества Y
вводится следующее управление:

u(t) = −uUmσ (kz(t)) ,(5.1)

где m > 0, k > 0 и

σ (s) : =
2

1 + exp (−s) − 1
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является сигмоидальной функцией (в отличие от используемой в работе ап-
проксимации sat-функции для сигмоиды не выполнено условие в) из разде-
ла 2).

Согласно лемме и замечанию 1 из [10] при существовании γu ∈ (0, 1) такой,
что для всех t > t0 верно |F (t)| 6 γu, и выполнении неравенств

γu
σ (2, 2)

< m 6 1,(5.2a)

2, 2

∆
6 k <

ρ

m2
, ∆ > 0,(5.2б)

buU∆ 6 ε(5.2в)

закон управления (5.1) гарантирует y(t)∈Y и u(t)∈U для всех t > t0.

Во-первых, следует отметить, что неравенства (5.2a) и (5.2б) будут сов-
местны только при выполнении условий

vU >
2, 2

∆
m2uU,

ε > 2,2buU
γ2u

σ2 (2, 2)ρ
= ε,

(5.3)

что является ограничительными требованиями: i) не при всех vU > 0 и uU > 0
возможно ограничить скорость изменения управления, ii) сравнение мино-
рант (5.3) и (Π.14) позволяет сделать вывод о том, что предлагаемый закон
управления при тех же uU > 0, vU > 0 и γu → 1 позволяет обеспечить y(t)∈Y
для всех t > t0 для множеств существенно меньшей ширины ε.

Во-вторых, для получения (5.2б) в [10] использовалась следующая оценка
сверху:

|u̇(t)| =
∣
∣
∣
∣
−u

Umk

2

[
1− σ2 (kz(t))

]
ż(t)

∣
∣
∣
∣
6

6

∣
∣
∣
∣
−u

Umk

2

[
1− σ2 (kz(t))

]
∣
∣
∣
∣

∣
∣−mσ2 (kz(t)) + F

∣
∣ <

<
∣
∣−uUm2k

[
1− σ2 (kz(t))

]∣
∣ < uUm2k.

(5.4)

Получение такой оценки возможно только при отсутствии шумов в изме-
рении выхода y(t), т.е. при выполнении неравенств (5.2a), (5.2б), (5.2в), но
при наличии помехи в измерениях закон управления (5.1) не гарантирует
ограниченности скорости управления заданным значением. Как следует из
выражения (4.4), предложенный в этой работе закон управления, благодаря
использованию нелинейных фильтров, подобных [14], гарантирует ограничен-
ность скорости управления независимо от наличия помехи измерений, что
является существенным преимуществом при решении практических задач.

Таким образом, основные отличия закона управления (4.4), (4.5) по срав-
нению с законом управления (5.1) заключаются в следующем:
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1) вместе с заданным значением динамической ошибки слежения удается
гарантировать заданные ограничения на амплитуду и скорость изменения
управления,

2) предложенный закон управления содержит не только компоненту, про-
порциональную ошибке слежения, но и формируемую по методу вспомога-
тельного контура [15, c. 201] динамическую оценку внешнего обобщенного
возмущения,

3) процедура выбора параметров закона управления сведена к задаче ре-
шения линейных неравенств и может решаться численно с помощью пакетов
прикладных программ (неравенства из [10] предполагают ручной счет).

6. Моделирование

Моделирование будет выполняться в MatLab Simulink с помощью инте-
грирования прямым методом Эйлера с шагом дискретизации 10−4 секунд.

Для иллюстрации теоретических результатов рассмотрим линеаризован-
ную модель вертикального движения летательного аппарата на высоте
1200 метров c воздушной скоростью в 2 Маха [20, c. 565]:

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t) +Dd(t), x (t0) = x0,

y(t) = Cx(t),
(6.1)

где

A =





−1,364 −92,82 −128,46
1 −4,68 −0,087
0 0 −190



, B =





0
0
190



, D =





0
1
0



,

C =
[
1,36 −184,26 76,43

]
, x (t0)=

[
0 0 0

]
, d(t) = 0

u (t) – это управление рулем высоты, рад., y (t) – это вертикальное ускоре-
ние, м/с2, x1 (t) – это скорость тангажа, рад/с, x2 (t) – это угол атаки, рад.,
x3 (t) – это угол руля высоты, рад., d (t) – внешнее возмущение. Максималь-
ный угол руля высоты составляет 1

3 радиана, а скорость его изменения не
превосходит 1

2 радиана в секунду, т.е. ограничения на управление заданы
числами uU = 1

3 , vU = 1
2 . Матрицы A, B, C и D считаются неизвестными, но

известной принимается оценка b = 1,16 · 104 коэффициента усиления CB =
= 1,45 · 104. Относительная степень системы (6.1) равна единице, а поэтому
согласно примеру 1 она приводится к виду (3.1).

Инженерные показатели качества управления системой (6.1) описываются
множеством Y со следующими границами:

g(t) = 75sin (0,1πt) + 5, g(t) = 75sin (0,1πt) − 5,(6.2)

а тогда ε = 5 – это минимальная ширина целевого множества Y.

Предположим, что на траекториях замкнутой системы амплитуда обоб-
щенного возмущения F (t) не превосходит 98% от uU, а скорость его измене-
ния не превосходит 45% от vU, т.е.

γu = 0,98, γv = 0,45.(6.3)
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Эта гипотеза соответствует допущению 2 и для системы (6.1) с неизвест-
ными параметрами при действии внешних возмущений априорно не может
быть проверена. Проверка выполнения этой гипотезы может быть осуществ-
лена только апостериорно – путем применения закона управления (4.4), (4.5)
и регистрации поведения выхода системы. С теоретической точки зрения,
можно выбирать γu → 1 и γv → 1, тогда класс допустимых обобщенных воз-
мущений максимально расширяется. С практической точки зрения, в такой
асимптотике отсутствует необходимость, поскольку во многих практических
задачах обобщенное возмущение редко составляет более 50–60% от доступ-
ной амплитуды и скорости изменения управления. Кроме того, при γu → 1 и
γv → 1 решение неравенств (4.9) может давать сравнительно большие значе-
ния параметров управления.

Фактически выбор значений чисел γu и γv задает класс систем с неиз-
вестными параметрами и внешними возмущениями, для которых предложен-
ный закон управления обеспечивает достижение цели (3.2) при ограничени-
ях (3.3). Принадлежность к такому классу конкретной системы с неизвестны-
ми параметрами и внешними возмущениями, к сожалению, может быть про-
верена только апостериорно после испытаний закона управления. Например,
для системы (6.1) числа (6.3) были выбраны в процессе итераций, состоящих
из i) решения неравенств (4.9) для различных значений γu и γv, ii) приме-
нении закона управления (4.4), (4.5) с рассчитанными параметрами. Такие
итерации завершились тогда, когда после очередной итерации расчета были
получены такие значения параметров (4.10), что применение закона управле-
ния обеспечило выполнение поставленной цели. Заметим, что обсуждаемая
апостериорная проверка работоспособности характерна для многих робаст-
ных законов управления. Разница состоит лишь только в том, что обычно
выдвигаются гипотезы на интервалы существования параметров системы и
амплитуду внешнего возмущения, а в данной работе выставляется гипотеза
на максимальные значения амплитуды и скорости изменения обобщенного
возмущения, являющегося неизвестной функцией от выхода системы, ее па-
раметров и возмущений (см. пример 1).

Таким образом, заданные множества Y и U вместе с выбранными парамет-
рами (6.3) соответствуют следующему заданию на разработку системы авто-
матического управления: необходимо обеспечить отслеживание задающего
воздействия по вертикальному ускорению с динамической ошибкой, не пре-
восходящей 5 м/с2, при действии обобщенных возмущений, согласованных с
сигналом управления и не превосходящих 98% от максимальной амплитуды
и 45% от максимальной скорости управления.

Для решения такой задачи с помощью закона управления (4.4), (4.5) в
соответствии с теоремой 2 необходимо получить решение неравенств (4.9).
Для этого зададимся функцией (4.12) и установим µ∗ = 1,01.

В результате решения (4.9) получены следующие значения:

K =17,7436, λ1 =0,1434, λ2 =0,0029, l=194,912, τ =3,5 · 10−5.(6.4)

71



0 5 10 15 20
t, c

0 5 10 15 20
t, c

0 5 10 15 20
t, c

75

50

0

–50

–75

y(t)

y(t)
g(t)
g(t)

0,3

0,2

0,1

0

–0,1

–0,2

–0,3

u (t)
U

±u
u (t)

u (t)
U

±υ
u (t)

0,5

0

–0,5

Рис. 2. Переходные процессы по u(t), u̇(t) и y(t).
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Рис. 3. Переходные процессы по η1 (t), η2 (t), η3(t).

Решение неравенств выполнено с помощью кода MatLab, приведенного в
разделе 4.2. Для выполнения цели (3.2) при ограничениях (3.3) в соответ-
ствии с теоремами 1 и 2 начальные условия закона управления установлены
следующим образом:

zf (t0) = z (t0) = 0, us (t0) = 0, uf (t0) = −F (t0) = 0, uc (t0) = 0,(6.5)

что обеспечило выполнение условий (4.7) и (4.11a), (4.11б).

На рис. 2 и 3 приведены переходные процессы по управлению u(t) и его
скорости u̇(t), регулируемому выходу y(t), а также внутренним переменным
закона управления η1(t), η2(t), η3(t) (см. доказательство теоремы 2).

Временные диаграммы, представленные на рис. 2 и 3, иллюстрируют тео-
ретические результаты, полученные в теореме 2. Выполнение неравенств (4.9)
и других предпосылок теоремы 2 ведет к достижению поставленной цели (3.2)
при ограничениях (3.3). При этом внутренние переменные закона управления
также не покидают заданного неравенствами (4.9) диапазона (см. доказатель-
ство теоремы 2).

Выполним проверку работоспособности предлагаемого закона управления
при наличии шумов в измерениях и действии на систему разрывных внешних
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Рис. 4. Переходные процессы по u(t), u̇(t) и y(t) для (6.6) при K = 2,5.

возмущений. Для этого будем считать, что выход системы (6.1) и внешнее
возмущение заданы следующим образом:

y(t) = Cx(t) + w0(t) + w1(t),

d(t) = 0,1 + sign{sin (0,4πt)},

w1(t) =

{
−Cx(t)− w0(t) + g(t), если t∈ [7, 7,1) ,
0 иначе,

где сигнал w0(t) смоделирован в MatLab Simulink с помощью блока “Rundom
Number” с нулевым средним, дисперсией 10−1 и временем выборки 10−4. Все
остальные параметры системы и управления остаются прежними.

Для сравнения реализуем закон управления (5.1) с параметрами m = 1,
k = 1692 (расчет выполнен по формулам (5.2) для ε = 5 при b = 1,16 · 104 и
uU = 1

3) и закон управления из раздела 4 работы [1]:

u(t) = −(CB)−1
[

CAx(t) +Kε(t)
]

, ε(t) := ln

(
g(t)− y(t)
y(t)− g(t)

)

,(6.6)

где K > 0.

Закон управления (6.6) требует знания параметров системы (6.1) и не учи-
тывает наличие ограничений (3.3) на управление и скорость его изменения.
Однако, несмотря на эти обстоятельства, его сравнение с предлагаемым зако-
ном допустимо и корректно, поскольку цель сравнения заключается, прежде
всего, в проверке чувствительности к шумам измерений и разрывным возму-
щениям. Сделанные выводы при этом останутся справедливы как для адап-
тивных/робастных версий закона управления (6.6), так и для версий, учиты-
вающих ограничение на управление [1, 2].

Временные диаграммы, представленные на рис. 4, показывают, что для
закона (6.6) регулируемый выход остается в целевом множестве при наличии
помех измерений для всех t < 7. Однако приближение y(t) к границам целево-
го множества ведет к увеличению скорости изменения управления. В резуль-
тате может быть сформирован нереализуемый исполнительным механизмом
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Рис. 6. Переходные процессы по u(t), u̇(t) и y(t) для (4.4), (4.5).

сигнал управления. Кроме того, в момент времени t = 7 из-за влияния со-
ставляющей w1(t) помехи происходит разрыв в обратной связи (см. (6.6)), и
поэтому моделирование не может быть продолжено для всех t > 7. В практи-
ческих задачах теории управления даже потенциальная возможность возник-
новения подобных разрывов недопустима, поскольку возникновение разрыва
в обратной связи может приводить к в равной степени непредсказуемым и
катастрофическим последствиям. Разработанный в этой работе закон управ-
ления свободен от данного недостатка.

На рис. 5 представлены переходные процессы по u(t), u̇(t) и y(t) для (5.1).

Закон управления (5.1) решает задачу слежения с заданной точностью, что
приводит к ограничению выхода системы в заданном множестве Y. Однако
скорость изменения управления не ограничена заданным значением, а сигнал
управления существенно зашумлен, что иллюстрирует выводы анализа из
раздела 5.

На рис. 6 представлены переходные процессы по u(t), u̇(t) и y(t) для пред-
ложенного закона управления при действии разрывных возмущений и нали-
чии помех.
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Рис. 7. Переходные процессы по F (t) и Φ(t), −γuuc(t).

Согласно допущению 2 предлагаемый закон управления требует дей-
ствия на систему исключительно дифференцируемых внешних возмущений.
В проведенном моделировании это требование нарушено, но заданное каче-
ство (3.2) при заданных ограничениях (3.3) все равно обеспечено. Это поз-
воляет сделать вывод о консервативности условий, принятых для доказа-
тельства теоремы 2, и стимулирует дальнейшие теоретические исследования,
направленные на их релаксацию. Кроме того, в сравнении с законом управ-
ления (6.6) предложенный закон управления свободен от проблемы разрывов
в обратной связи и обеспечивает заданные ограничения на амплитуду и ско-
рость изменения управления даже при наличии помехи измерений. По сравне-
нию с управлением (5.1) предложенный закон даже при наличии помех в вы-
ходном сигнале обеспечивает ограниченность скорости управления заданным
значением. Необходимо отметить, что свойства предложенного закона управ-
ления (4.4), (4.5) строго обоснованы только для ситуации, когда в системе
отсутствуют разрывные внешние возмущения и помехи измерений. Поэтому
сделанные по рис. 3–5 выводы справедливы только для рассматриваемой си-
стемы (6.1) при заданных конкретных начальных условиях и используемом
алгоритме интегрирования.

На рис. 7 представлены переходные процессы по F (t) и оценкам Φ(t),
−γuuc(t).

Из временных диаграмм, представленных на рис. 7, следует, что оцен-
ка возмущения Φ(t), полученная по методу вспомогательного контура [15,
с. 201], зашумлена из-за наличия помехи в измеряемом выходе. На практи-
ке использование в целях компенсации подобных оценок возмущения может
приводить к неустойчивой/неработоспособной системе из-за i) наличия огра-
ничений на скорость изменения управления и ii) возбуждения управлени-
ем немоделируемой высокочастотной динамики. Для уменьшения влияния
помехи на оценку Φ(t) в рамках метода вспомогательного контура требу-
ется уменьшение параметра l. Однако в разработанном законе управления
используется нелинейный фильтр [14], позволяющий пропускать на свой вы-
ход компоненту оценки Φ(t) со скоростью, не превосходящей ограничений на
скорость изменения управления. Это позволяет независимо от значений пара-
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метра l ослаблять влияние шумов в выходном сигнале на оценку возмущения
и в результате выполнить ограничение на скорость изменения управления, не
допуская возбуждение немоделируемой высокочастотной динамики. Анали-
тическое исследование фильтрующих свойств нелинейного фильтра, приме-
няемого в предложенном законе управления, является одним из актуальных
направлений дальнейших исследований.

7. Заключение

В работе предложен метод решения задачи робастного управления с задан-
ным качеством при заданных ограничениях на амплитуду и скорость изме-
нения управления классом нелинейных минимально-фазовых систем с неиз-
вестными параметрами и относительной степенью, равной единице (такие
системы согласно [16, c. 167] приводятся к виду (3.1), и для них можно по-
требовать выполнение допущения 2). Из примера 1 следует, что одним из
представителей такого класса систем являются линейные системы с неиз-
вестными параметрами и относительной степенью, равной единице.

Целью дальнейших теоретических исследований является, во-первых, рас-
пространение полученных результатов на класс нелинейных систем с устой-
чивой внутренней динамикой и относительной степенью больше единицы
(см. пример 1), а во-вторых, использование результатов работы в задаче
управления каскадными системами с заданными инженерными показателя-
ми качества при заданных ограничениях на состояния и амплитуду/скорость
управления (см. пример 2).

ПРИЛОЖЕНИЕ

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 1. Рассмотрим функцию:

V =
1

2
u2s.(Π.1)

Производная (Π.1) имеет вид

V̇ = −(1− µκγv) ρ
1− γu

usσ

(
1

λ1

(

us + σ

(
K

1− γu
z

)))

=

= −(1− µκγv) ρ
1− γu

ussign

{

us + σ

(
K

1− γu
z

)} ∣
∣
∣
∣
σ

(
1

λ1

(

us + σ

(
K

1− γu
z

)))∣
∣
∣
∣
.

Для всех us /∈ Λ = {us ∈R: |us| 6 1} оказывается верно

sign

{

us + σ

(
K

1− γu
z

)}

= sign {us} ,

значит,

V̇ = −(1− µκγv) ρ
1− γu

∣
∣
∣
∣
usσ

(
1

λ1

(

us + σ

(
K

1− γu
z

)))∣
∣
∣
∣
6 0

для всех us /∈ Λ = {us ∈R: |us| 6 1} .
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С другой стороны, для всех us ∈Λ имеем

V̇ = −(1− µκγv) ρ
1− γu

usσ

(
1

λ1

(

us + σ

(
K

1− γu
z

)))

=

= −(1− µκγv) ρ
1− γu

ussign

{

us + σ

(
K

1− γu
z

)} ∣
∣
∣
∣
σ

(
1

λ1

(

us + σ

(
K

1− γu
z

)))∣
∣
∣
∣
6

6
(1− µκγv) ρ

1− γu

∣
∣
∣
∣
usσ

(
1

λ1

(

us + σ

(
K

1− γu
z

)))∣
∣
∣
∣
,

следовательно, при |us (t0)| 6 1 верно |us (t)| 6 1 для всех t > t0.

Рассмотрев функцию V = 1
2u

2
c и повторив приведенные выше рассужде-

ния, можно показать, что при |uc (t0)| 6 1 верно |uc (t)| 6 1 для всех t > t0,
а значит, в соответствии с рассуждениями (4.6a) и (4.6б) имеем u (t) ∈U для
всех t > t0.

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 2. Введем в рассмотрение замены пере-
менных

η1 = z,

η2 = us + σ

(
K

1− γu
η1

)

,

η3 = uc + σ

(
1

γu
Φ

)

и получим дифференциальные уравнения относительно η1, η2, η3:

η̇1 = (1− γu)us + γuuc + F (t) =

= (1− γu)
(

us ± σ
(

K

1− γu
η1

))

+ γuuc + F (t) =

= (1− γu)
(

−σ
(

K

1− γu
η1

)

+ η2

)

+ γuuc + F (t),

η̇2 = −
(1− µκγv) ρ

1− γu
σ

(
1

λ1
η2

)

+
K

1− γu
σ′
(

K

1− γu
η1

)

η̇1,

η̇3 = −
µκγvρ

γu
σ

(
1

λ2
η3

)

+ σ′
(

1

γu
Φ

)
1

γu
Φ̇.

(Π.2)

Рассмотрим множества (η =
[
η1 η2

]⊤
):

Ω1 =

{

η∈R2: |η1| 6
1− γu
K

, |η2| 6 λ1

}

,

Ω2 =
{
η∈R2: |η2| 6 λ1

}
,

где при выполнении неравенства

buU (1− γu) < Kε(Π.3)

из η ∈Ω1 следует y ∈Y.
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Сначала исследуем ограниченность η3 при η ∈Ω1, а для этого получим
оценку на Φ̇(t). Дифференцируя Φ(t), имеем:

Φ̇(t) = l
(

ż(t)− żf (t)
)

− u̇f (t) = −l
(

Φ(t)− F (t)
)

= −lΦ̃(t),(Π.4)

где Φ (t0) = −uf (t0) и Φ̃(t) = Φ(t)− F (t).
Тогда Φ̇(t) будет ограничена, если ошибка Φ̃(t) ограничена. Дифференци-

альное уравнение для Φ̃(t) имеет вид

˙̃Φ(t) = −lΦ̃(t)− Ḟ (t), Φ̃ (t0) = −uf (t0)− F (t0) .(Π.5)

На решение уравнения (Π.5) при g(t) ∈ G, u(t) ∈ U , (η (t) ∈ Ω1 ⇒ y(t) ∈ Y)
для всех t > t0, выполнении допущений 1, 2 и условия |−uf (t0)− F (t0)| 6
6 τγvρ, τ > 0 существует оценка сверху:

∣
∣
∣Φ̃(t)

∣
∣
∣ =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

e−l(t−t0)Φ̃ (t0)−
t∫

t0

e−l(t−τ)Ḟ (τ) dτ

∣
∣
∣
∣
∣
∣

6

6 τγvρ+ γvρ

t∫

t0

e−l(t−τ )dτ 6

(

τ + l−1
)

γvρ

(Π.6)

для всех t > t0.

Тогда производная квадратичной формы V = 1
2η

2
3 для всех η ∈Ω1 имеет

вид

V̇ = η3

[

−µκγvρ
γu

σ

(
1

λ2
η3

)

− σ′
(

1

γu
Φ(t)

)
1

γu
lΦ̃(t)

]

6

6 |η3|
[

−µκγvρ
γu

∣
∣
∣
∣
σ

(
1

λ2
η3

)∣
∣
∣
∣
+ κ

1

γu
l
∣
∣
∣Φ̃
∣
∣
∣

]

6

6 |η3|
[

−µκγvρ
γu

∣
∣
∣
∣
σ

(
1

λ2
η3

)∣
∣
∣
∣
+
κ (lτ + 1) γvρ

γu

]

.

(Π.7)

С одной стороны, для всех η3 /∈ {η3 ∈R: |η3| < λ2} в силу свойства в) функ-
ции σ (.) и условий µ > 1, τ > 0, τ + 1−µ

l
< 0 верно:

V̇ 6 −
(

µ− (lτ + 1)
)

︸ ︷︷ ︸

>0

κγvρ

γu
|η3| .

Таким образом, при |η3 (t0)| 6 λ2 имеем |η3(t)| 6 λ2 для η∈Ω1 и всех t > t0
независимо от знака V̇ в множестве {η3 ∈R: |η3| < λ2}.

Теперь докажем, что из η (t0) ∈Ω1 следует η(t)∈Ω1 для всех t > t0.

78



Производная квадратичной формы V1 =
1
2η

2
1 для всех η ∈Ω1 имеет вид

V̇1 = η1

[

(1− γu)
(

−σ
(

K

1− γu
η1

)

+ η2

)

+ F + γuuc ± γuσ
(
F

γu

)]

=

= η1 (1− γu)
(

−σ
(

K

1− γu
η1

)

+ η2

)

+

+ η1

[

F − γuσ
(
F

γu

)

+ γu

(

uc ± σ
(
Φ

γu

)

+ σ

(
F

γu

))]

.

(Π.8)

С одной стороны, при выполнении неравенств (4.7), допущений 1 и 2 для
некоторой

δ := sup
|F |6γu

∣
∣
∣
∣

F

γu
− σ

(
F

γu

)∣
∣
∣
∣

и всех η ∈Ω1 справедливо неравенство:
∣
∣
∣
∣
F − γuσ

(
1

γu
F

)∣
∣
∣
∣
=

∣
∣
∣
∣

F

γu
− σ

(
F

γu

)∣
∣
∣
∣
γu 6 δγu.

С другой стороны, в силу липшицевости функции σ (·) для некоторой
L > κ при выполнении неравенств (4.7), допущений 1 и 2 для всех η ∈Ω1

по доказанному справедливо неравенство:

∣
∣
∣
∣
σ

(
1

γu
Φ

)

− σ
(

1

γu
F

)∣
∣
∣
∣
6

L

γu
|Φ− F | = L

γu

∣
∣
∣Φ̃
∣
∣
∣ 6

L
(
τ + l−1

)
γvρ

γu
.

С третьей стороны, по доказанному при |η3 (t0)| 6 λ2 и выполнении нера-
венств (4.7), допущений 1 и 2 для всех η ∈Ω1 верно:

∣
∣
∣
∣
uc + σ

(
1

γu
Φ

)∣
∣
∣
∣
= |η3| 6 λ2.

Тогда оценка сверху на производную (Π.8) для всех η∈Ω1 принимает вид

V̇1 6 |η1|
[

(1− γu)
(

−σ
(

K

1− γu
η1

)

+ |η2|
)

+ γuδ + L
(
τ + l−1

)
γvρ+ γuλ2

]

.

Если |η1| = 1−γu

K
и |η2| 6 λ1, то условие V̇1 < 0 выполнено при

(1− γu) (−1 + λ1) + δγu + L
(
τ + l−1

)
γvρ+ γuλ2 < 0.(Π.9)

Более того, на |η̇1| для всех η ∈Ω1 верна оценка сверху:

|η̇1| 6 (1− γu) (1 + λ1) + δγu + L
(
τ + l−1

)
γvρ+ γuλ2.
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Производная квадратичной формы V2 =
1
2η

2
2 для всех η ∈Ω2 имеет вид

V̇2 = η2
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)
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]
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σ′
(

K

1− γu
η1

)

η̇1

∣
∣
∣
∣

]

.

(Π.10)

Если |η1| > 1−γu

K
, то по свойству а) функции σ (.) верно σ′

(
K

1−γu
η1

)

= 0 и

при |η2| = λ1 верно V̇2 < 0. Если |η1| 6 1−γu

K
, то в силу η ∈ Ω2 верно η ∈ Ω1 и

неравенство
∣
∣
∣
∣

K

1− γu
σ′
(

K

1− γu
η1

)

η̇1

∣
∣
∣
∣
6

6
κK

1− γu

[

(1− γu) (1 + λ1) + δγu + L
(
τ + l−1

)
γvρ+ γuλ2

]

,

значит, при |η2| = λ1 условие V̇2 < 0 будет выполнено, если:

−(1− µκγv) ρ
1− γu

+
κK

1− γu

[

(1− γu) (1 + λ1) + δγu +

+ L
(
τ + l−1

)
γvρ+ γuλ2

]

< 0.

(Π.11)

Если η ∈ ∂Ωi, i = 1, 2, то |η1| = 1−γu
K

, |η2| = λ1 для i = 1 или |η2| = λ1 для

i = 2. Поскольку Ω1 ⊂ Ω2, то по доказанному V̇2 < 0, значит, если η (t0) ∈ Ω1,
то η(t) ∈ Ω1 для всех t > t0, что при выполнении (Π.3) означает y(t) ∈ Y для
всех t > t0. Таким образом, объединив (Π.3), (Π.9) и (Π.11), получаем, что,
если выполнены допущения 1–3, при заданных параметрах

γu ∈ (0, 1), γv ∈ (0, 1), buU > 0, δ ∈ (0, 1), κ∈ (1, 2), L > κ, ρ > 0, ε > 0

и некотором коэффициенте 1 < µ∗ < 1
κγv

относительно переменных

Ψ1 =
1

K
, Ψ2 = λ1, Ψ3 = λ2, Ψ4 = l−1, Ψ5 = τ

разрешимы неравенства (4.9), то закон (4.4), (4.5) с коэффициентами (4.10),
начальными условиями (4.7) и (4.11) для всех t > t0 обеспечивает u(t)∈U
и y(t)∈Y.

Дока з а т е л ь с т в о л еммы 1. Перепишем (4.9) в следующем виде:

(1− µ∗)Ψ4 +Ψ5 < 0,(Π.12)

(1− γu)Ψ2 + γuΨ3 + Lγvρ (Ψ4 +Ψ5) + (1 + δ) γu − 1 < 0,

−(1− µ∗κγv) ρ
κ

Ψ1 + (1− γu)Ψ2 + γuΨ3 + Lγvρ (Ψ4 +Ψ5) + 1− (1− δ) γu < 0,

(1− γu) buUΨ1 < ε.
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При достаточно малых Ψ2, Ψ3, Ψ4, Ψ5 неравенства (Π.12) будут выполне-
ны, если выполнены неравенства:

Ψ4 >
αδγu
µ− 1

, γu <
1

1 + (1 + α) δ
,

1− (1− (1 + α) δ) γu
(1− µκγv) ρ

κ < Ψ1 <
ε

(1− γu) buU
(Π.13)

при 1 > α > 0.

Третье неравенство из (Π.13) может быть выполнено, если для ε > 0 верно

ε >
1− (1− (1 + α) δ) γu

(1− µκγv) ρ
(1− γu) buUκ = ε,(Π.14)

что завершает доказательство леммы.

Дока з а т е л ь с т в о у т в е ржд е ния 1. Для доказательства утвержде-
ния запишем оценку сверху на решение уравнения (4.16)

∣
∣
∣F̃ (t)

∣
∣
∣ =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

−e−ktF (0)−
t∫

0

e−k(t−τ) ḟ (t, x, u)

buU
dτ

∣
∣
∣
∣
∣
∣

6 e−ktF (0) +
γvρ

k
.(Π.15)

Тогда при использовании алгоритма инициализации (4.13), (4.15) выпол-
нение неравенства (4.11б) будет следовать из выполнения неравенства

e−kt0F (0) +
γvρ

k
6 τγvρ.(Π.16)

Проводя несложные рассуждения, получаем, что неравенство (Π.16) вы-
полняется при всех

k > k∗ = max

{

−t−1
0 ln

(
ϑτγvρ

F (0)

)

,
1

(1− ϑ) τ

}

, ϑ∈ (0, 1) ,

что завершает доказательство утверждения.
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КОМПЛЕКСНЫЙ ПОДХОД К РЕШЕНИЮ ЗАДАЧИ
АККОМОДАЦИИ К ДЕФЕКТАМ В НЕЧЕТКИХ

ДИСКРЕТНО-СОБЫТИЙНЫХ СИСТЕМАХ1

Рассматривается задача аккомодации к дефектам в сложных дис-
кретно-событийных системах ответственного назначения, описываемых
моделью нечеткого конечного автомата. Решение задачи предполагает
формирование управления, обеспечивающего полную развязку от вызы-
ваемых дефектами воздействий. Схема отказоустойчивого управления со-
держит ряд каналов, активизируемых в зависимости от диагностирован-
ного дефекта. Каждый канал включает два основных блока: 1) вспомога-
тельный детерминированный конечный автомат – наблюдатель, форми-
рующий оценку нечеткого вектора возможностей перехода системы в раз-
личные состояния, 2) преобразователь, формирующий вход управляемой
системы на основе нового внешнего входа и состояния наблюдателя. Для
разработки методов нахождения описания этих блоков и нового входа
предлагается комплексный подход (парная алгебра нечетких покрытий),
отличительной особенностью которого является совместное использова-
ние математических конструкций парной алгебры покрытий и нечеткой
логики.

Ключевые слова: отказоустойчивое управление, аккомодация к дефектам,
дискретно-событийные системы, нечеткие конечные автоматы, наблюда-
тели, парная алгебра нечетких покрытий, оптимизационный подход.

DOI: 10.7868/S2413977726100049

1. Введение

Требование отказоустойчивости, предъявляемое к управляемым системам
ответственного назначения, предполагает способность таких систем адапти-
ровать свое поведение к дефектам, возникающим в процессе функционирова-
ния. В соответствии с делением адаптивных систем на самонастраивающие-
ся и самоорганизующиеся принято выделять два принципиально различных
подхода к обеспечению отказоустойчивости. Первый поход (самонастройка
или аккомодация к дефектам) связан с формированием закона отказоустой-
чивого управления, при котором система с дефектами функционирует, со-
храняя свои важнейшие показатели в допустимых пределах. Второй подход

1 Работа выполнена при финансовой поддержке гранта Российского научного фонда
(проект № 25-19-00590, https://rscf.ru/project/25-19-00590/).
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(самоорганизация) подразумевает внесение структурных изменений в саму
систему, ее реконфигурацию с целью удаления отказавших элементов и ис-
пользования резервных.

В настоящей статье рассматривается задача аккомодации к дефектам.
В монографии [1] для решения этой задачи предложен подход, предусмат-
ривающий выполнение следующих этапов: 1) обнаружение дефектов, 2) ло-
кализацию (определение места возникновения дефекта), 3) идентификацию
(определение величины дефекта), 4) построение модели неисправной систе-
мы и, наконец, 5) формирование на основе построенной модели закона отка-
зоустойчивого управления. В цитируемой выше монографии предложенный
подход к аккомодации был ориентирован на использование математических
моделей управляемых систем в виде линейных обыкновенных дифференци-
альных уравнений. При этом для реализации этапов 1–3 предполагалось ис-
пользовать хорошо разработанные для линейных динамических систем мето-
ды решения диагностических задач, а нахождение закона управления (этап 5)
осуществлять методами оптимального управления.

Эффективность аккомодации к дефектам в первую очередь определяется
оперативностью формирования закона отказоустойчивого управления. По-
этому возможность сокращения временных затрат на реализацию каждо-
го из этапов аккомодации, или даже исключение отдельных этапов, игра-
ет важную роль для повышения эффективности аккомодации. Второй фак-
тор, оказывающий влияние на эффективность аккомодации, – это точность
модели управляемой системы, используемой для формирования закона от-
казоустойчивого управления. Последнее ведет к необходимости применения
нелинейных динамических моделей, наиболее точно описывающих поведение
реальных систем, а также робастных методов решения диагностических за-
дач и задач отказоустойчивого управления, позволяющих снижать эффект
от воздействия неконтролируемых факторов (внешние воздействия, ошибки
моделей).

Отличительной особенностью ряда работ (см., например, [2, 3]) являлось
применение адаптивных наблюдателей (оценивающих одновременно состоя-
ние и параметры системы) и методов формирования закона отказоустойчи-
вого управления, использующих скользящие режимы. Тем самым обеспечи-
вались приемлемые временные затраты на реализацию этапов аккомодации.

В [4] для управляемых систем, описываемых моделями в виде нелиней-
ных обыкновенных диференциальных уравнений, был предложен подход, не
требующий выполнения третьего и четвертого этапов. Особенностью этого
подхода являлось использование закона управления, обеспечивающего пол-
ную развязку от вызываемых дефектами эффектов. В [5] этот подход был
распространен на управляемые системы, описываемые моделями с дискрет-
ным временем в виде нелинейных разностных уравнений.

Помимо упомянутых выше классов управляемых систем с непрерывным
или дискретным временем, описываемых линейными или нелинейными диф-
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ференциальными или разностными уравнениями, существует важный класс
так называемых дискретно-событийных систем (ДСС) [6, 7]. К ДСС относят-
ся не только системы, естественным образом попадающие в этот класс (на-
пример, цифровые системы обработки информации и управления). Многие
сложные системы, традиционно относящиеся к непрерывным, как то: физи-
ческие, технические (в том числе человеко-машинные) и социально-экономи-
ческие, могут рассматриваться как ДСС на верхнем уровне своей иерархии.

Отличительные особенности ДСС состоят в следующем:

1. ДСС являются дискретными по времени и значениям переменных со-
стояния.

2. Пространство состояний ДСС конечно; состояния могут иметь различ-
ное смысловое содержание, например: ДСС простаивает, ДСС работает в
определенном режиме (возможно обусловленном дефектом в системе), ра-
бота ДСС завершена и т.п.

3. Функционирование ДСС определяется событиями, которые могут быть
следствиями некоторых внешних воздействий (входов или команд), а так-
же дефектов, например: команда “приступить к работе”, команда “изменить
режим работы исправной ДСС ”, команда “осуществить коррекцию закона
управления при обнаружении в ДСС некоторого дефекта”, команда “завер-
шить работу ДСС ” и т.п.

4. ДСС, как правило, ведет себя случайным образом, что связано с воз-
можностью реализации различных переходов из одного состояния в другое,
инициируемых одним и тем же событием.

Для описания ДСС с целью последующего решения диагностических за-
дач или задач отказоустойчивого управления наиболее часто привлекаются
следующие математические модели [8]:

1) детерминированные конечные автоматы,

2) вероятностные конечные автоматы и марковские цепи,

3) сети Петри.

Настоящая статья фокусируется на использовании моделей конечного ав-
томата (КА). При этом предполагается, что входы и выходы КА форми-
руются как наблюдаемые события (внешние и внутренние соответственно),
в то время как возникновение дефекта в ДСС рассматривается как непосред-
ственно ненаблюдаемое внутреннее событие. Решение задачи аккомодации к
дефектам в ДСС на основе модели детерминированного КА (ДКА) и прин-
ципа полной развязки было получено в [9]. В основе этого решения лежит
использование математического аппарата парной алгебры разбиений [10].

В тех случаях, когда ДКА–модель ДСС отсутствует, помимо модели в
виде вероятностного КА также могут использоваться модели недетермини-
рованного и нечеткого КА (НДКА и НЧКА соответственно). Использование
недетерминированных и нечетких моделей (по сравнению с вероятностными)
позволяет сократить объем необходимых вычислений, что приводит к сниже-
нию временных затрат на аккомодацию. Модели НДКА и НЧКА учитывают
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ситуацию, когда для некоторого состояния и некоторого входа автомата мо-
гут быть реализованы переходы в различные последующие состояния. При
этом если в случае НДКА нельзя отдать приоритет возможности реализа-
ции того или иного перехода, то в случае НЧКА, пользуясь дополнительной
(например, статистической) информацией, экспертными оценками, результа-
тами обучения и т.п., можно говорить о степени уверенности в осуществлении
каждого из возможных переходов.

Целью настоящей статьи является развитие результатов работы [9] на слу-
чай НЧКА–моделей ДСС. Решаемая задача состоит в разработке методов
формирования закона отказоустойчивого управления, ориентированных на
использование НЧКА–моделей ДСС. Для ее решения привлекаются матема-
тические конструкции парной алгебры покрытий [10], нечеткой логики [11],
а также понятия нечеткого автомата [12] и его детерминизатора [13].

2. Постановка задачи

Пусть при исправной работе ДСС описывается НЧКА–моделью вида

A = (U,X, Y, δ, λ, x(0)),(1)

где U = {u1, . . . , um}, X = {x1, . . . , xn}, Y = {y1, . . . , yl} – конечные множе-
ства входов, состояний и выходов соответственно, x(0) ∈ X – известное
начальное состояние, δ : X × U → µ(X) и λ : X → µ(Y ) – соответственно
нечеткие функции переходов и выходов; µ(X) ∈ {µ(xi) ∈ [0, 1], 1 6 i 6 n} и
µ(Y ) ∈ {µ(yj) ∈ [0, 1], 1 6 j 6 l} – нечеткие множества. Для нечеткой функ-
ции переходов δ будем использовать матричное задание, при котором пере-
ходы, осуществляемые под воздействием входа uk ∈ U , описываются матри-
цей Mk размера n× n, элемент которой Mk

i,j ∈ [0, 1] характеризует степень
уверенности в том, что автомат A из состояния xi ∈ X под воздействием вхо-
да uk перейдет в состояние xj ∈ X . Обозначим через S(U) множество всех
матриц Mk, 1 6 k 6 m. Для задания нечеткой функции выхода λ будем ис-
пользовать матрицу L размера l × n, элемент которой Li,j определяет степень
уверенности в том, что выход yi ∈ Y формируется автоматом A в состоянии
xj ∈ X (один и тот же выход может быть сформирован при различных со-
стояниях ДСС). Обозначим через S(Y ) множество всех строк Li, 1 6 i 6 l
матрицы L.

Модель (1) соответствует частному случаю НЧКА с детерминированными
входами, и нечеткими функциями переходов и выходов [15]. Если обоснован-
ное задание степени уверенности в возможности осуществления переходов
затруднено, можно поступить следующим образом: элемент матрицы Mk

i,j,
соответствующий допустимому переходу, задается равным единице, в то вре-
мя как элемент этой матрицы, соответствующий недопустимому переходу,
принимается равным нулю. Тем самым будет осуществлен переход от НЧКА–
модели ДСС к ее НДКА–модели.
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Пусть Xi,k, Xi,k ⊆X, – множество всех состояний, достижимых из состоя-
ния xi ∈ X под воздействием входа uk ∈ U . Предположим, что дефект fs,
1 6 s 6 N, в ДСС на модели (1) может быть представлен искажением функ-
ции перехода δ таким, что вместо допустимого перехода из состояния xi в со-
стояние xj ∈ Xi,k под воздействием входа uk ∈ U реализуется недопустимый
переход в состояние xt /∈ Xi,k. Этот факт будем отражать следующим обра-
зом: fs : (xj → xt)i,k. При этом матрицу Mk

s ДСС с дефектом fs получим
изменением значения элемента Mk

i,t матрицы Mk исправной ДСС с нуля на
единицу. В дальнейшем будем придерживаться гипотезы об однократных де-
фектах из заданного списка F = {f1, . . . , fN}.

Рассмотрим последовательность и содержание действий, необходимых для
формирования закона управления, обеспечивающего полную развязку от эф-
фектов, вызываемых дефектом fs. Введем НЧКА модель ДСС с дефектом fs

As = (U,X, Y, δs, λ, x(0)).(2)

Функция переходов δs модели (2) может быть получена путем дополнения
множества переходов, определяемых функцией δ модели (1), переходом, ини-
циируемым дефектом fs ∈ F , посредством изменения матрицы Mk описан-
ным выше способом. Модель (2) в силу особенностей построения матрицы Mk

учитывает возможность допустимого перехода при исправной работе ДСС, но
также предусматривает и возможность недопустимого перехода в состояние,
обусловленное дефектом в ДСС. Как следствие, можно говорить об опреде-
ленном соответствии между поведением модели (2) и поведением как исправ-
ной ДСС, так и ДСС с дефектом.

Следуя [9], предположим, что вход u, обеспечивающий аккомодацию к
дефекту fs, формируется в соответствии с законом

u = g(x0, y, u∗),(3)

где g – подлежащее определению отображение, u∗ – новый вход, x0 – состоя-
ние детерминированного КА

A0 = (X0, U × Y, δ0, x0(0)),(4)

функция переходов δ0 которого определяется отображением X0 × U × Y →
→ X0 и находится по результатам детерминизации автомата As, x0(0) ∈ X0 –
начальное состояние автомата A0, функция выхода автомата A0 как само-
стоятельный объект не рассматривается. Заметим, что описание детерми-
нированного КА A0, называемого ниже наблюдателем, не зависит от того,
присутствует ли в ДСС дефект fs или нет.

Нахождение закона управления, обеспечивающего аккомодацию ДСС,
описываемой моделью (1), к дефекту fs ∈ F предполагает последовательное
решение следующих задач:

1) построение модели (2) ДСС с дефектом fs,

2) нахождение наблюдателя (4) путем детерминизации автомата (2),

3) нахождение отображения g и формирование закона управления (3).
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Необходимость решения этих задач определяет структуру статьи. В раз-
деле 3 рассматривается подход к детерминизации НЧКА методами нечеткой
логики и выявляется его недостаток. Для формирования теоретической базы
с целью создания подхода, позволяющeго устранить этот недостаток, в раз-
деле 4 осуществляется разработка алгебры нечетких покрытий, а в разделе 5
предлагается алгоритм синтеза наблюдателя. Вопросы формирования закона
отказоустойчивого управления обсуждаются в разделе 6. Иллюстративный
пример приведен в разделе 7. Раздел 8 завершает статью.

3. Детерминизация НЧКА As

Напомним ряд операций нечеткой логики, играющих важную роль для
дальнейшего изложения. Нечеткая матрица B = {Bij} – это матрица с эле-
ментами Bij ∈ [0, 1]. Следовательно, введенные выше матрицы из множе-
ства S(U) суть нечеткие матрицы. Пусть теперь B и C – нечеткие матрицы
размера a× b и b× c соответственно. Произведение нечетких матриц опреде-
ляется формулой [13]

(BC)ij = maxmin
ij

(BihChj) = max(min(Bi1C1j), . . . ,min(BibCbj),

где 1 6 i 6 a, 1 6 h 6 b, 1 6 j 6 c. Эта формула является обобщением извест-
ной формулы умножения матриц [16, c. 24]; она получается заменой произве-
дения элементов матриц операцией нахождения минимума, а суммы элемен-
тов – операцией нахождения максимума. Рассмотрим простой пример.

Прим ер 1. Пусть матрицы B и C имеют вид

B =

(
0,1 0,9
0,7 0,2

)

, C =

(
0,6 0,3
0,4 0,8

)

.

После проведенных вычислений получим:

(BC)11 = max(min(0,1 0,6),min(0,9 0,4)) = 0,4,

(BC)12 = max(min(0,1 0,3),min(0,9 0,8)) = 0,8,

(BC)21 = (min(0,7 0,6),min(0,9 0,4)) = 0,6,

(BC)22 = max(min(0,7 0,3),min(0,2 0,8)) = 0,3.

В результате произведение нечетких матриц и принимает вид

BC =

(
0,4 0,8
0,6 0,3

)

.

Обозначим через E множество нечетких векторов размера 1× n, компо-
ненты которых могут принимать значения на интервале [0, 1]. Пусть A′ =
= (U,X, δ) – нечеткий полуавтомат (т.е. автомат A без функции выхода),
S(U) – множество нечетких матриц перехода автомата и сигнатура (мно-
жество допустимых операций) Σ включает все операции, предполагающие
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умножение нечеткого 1× n вектора справа на матрицу из множества S(U).
Пусть также E0 ⊆ E – множество всех единичных векторов размера 1× n,
называемых порождающими состояниями детерминизатора. Замыкание [E]Σ
множества E относительно сигнатуры Σ есть множество всех векторов (вклю-
чающее сами векторы множества E), которые можно получить, применяя
операции из сигнатуры Σ к векторам из E. Для построения замыкания пред-
лагается использовать следующий

А лг о ри тм 1 (построение замыкания).

1. Положить i = 0.
2. Найти множество векторов Ei+1 = Ei ∪ [Ei]Σ.
3. Если Ei+1 = Ei положить [E]Σ = Ei. Конец.
4. Положить i = i+ 1 и перейти к п.2.

Согласно [13] детерминизатором D(A′) НЧКА A′ называется ДКА, опи-
сываемый тройкой

D(A′) = (S(X), U, δD),(5)

где S(X) = [E]S(U), δD : S(X) × S(U) → S(X) – функция перехода детерми-
низатора, определяемая соотношением

δD(µi, uk) = µiM
k, µi ∈ S(X), Mk ∈ S(U).(6)

Таким образом, каждое состояние µi детерминизатора ассоциируются с неко-
торым нечетким вектором степеней принадлежности, характеризующим воз-
можность достижения определенных состояний управляемой ДСС в процессе
ее работы.

В [14] приведено соотношение, определяющее верхнюю граничную оценку
максимального числа состояний детерминизатора

♯S(X) 6 qn − 1,(7)

где символ ♯ обозначает мощность множества; q – число различных значе-
ний элементов нечетких матриц из множества S(U); n, как и ранее, – число
состояний НЧКА.

Непосредственно из соотношения (7) следует, что число состояний детер-
минизатора может существенно превосходить число состояний исходного ав-
томата и экспонентциально растет с ростом числа состояний последнего. Если
этот факт минимально влияет на решение диагностических задач, посколь-
ку их решение осуществляется в реальном времени и не требует предвари-
тельного нахождения полного описания детерминизатора [14], то в случае
решения задачи аккомодации потребуется проведение дополнительных вы-
числений для нахождения отображения g и выбора управления u∗ на базе
описания детерминизатора. Объем и реализуемость вычислений будут прямо
связаны с размерностью детерминизатора. Следствием может быть ограни-
чение на размерность модели исходной системы. С целью преодоления этого
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ограничения предлагается при синтезе наблюдателя A0 в качестве множества
его состояний вместо замыкания E использовать некоторое множество, раз-
мерность которого не превышает размерности исходной модели (1), сохраняя
требование замкнутости относительно операции из сигнатуры Σ. Для нахож-
дения такого множества ниже вводится парная алгебра нечетких покрытий.

Другим отличием наблюдателя от детерминизатора является то, что
функция переходов наблюдателя также зависит от выхода ДСС, что поз-
волит уточнять значения степеней принадлежности – компонент нечетких
векторов, ассоциируемых с x0, с учетом дополнительной информации, со-
держащейся в выходах ДСС. Последнее оправдывает использование термина
“наблюдатель” для автомата A0.

4. Парная алгебра нечетких покрытий

В [17] для решения задачи детерминизации НДКА были введены кон-
струкции парной алгебры покрытий. Ниже эти конструкции распространя-
ются на нечеткие множества, что позволит предложить подход к детермини-
зации НЧКА, учитывающий информацию, содержащуюся в нечеткой модели
ДСС.

Напомним, что покрытием π множества X называется множество его под-
множеств (блоков покрытия) π = {Bπ,1, . . . , Bπ,ν} таких, что

Bπ,k ⊆X,
ν⋃

k=1

Bπ,k = X, Bπ,k ⊆Bπ,j ⇒ Bπ,k = Bπ,j.

Заметим, что в случае выполнения дополнительного условия

Bπ,k ∩Bπ,j = ∅, k 6= j,

приведенные выше конструкции определяют разбиение множества X. Мно-
жество всех покрытий множества X обозначим ΠX .

Далее будем предполагать, что блоки рассматриваемых ниже покры-
тий суть нечеткие множества. Задание таких блоков удобно осущест-
влять вектор-строкой функций принадлежности. При этом запись µBπ,j

=
= (0 0,1 0,7 0 0 0,5) будет означать, что мощность множества X равна ше-
сти, j-й блок покрытия π содержит состояния x2, x3, x6, ненулевые значе-
ния степеней принадлежности этих состояний j-му блоку покрытия равны
µBπ,j

(x2) = 0,1, µBπ,j
(x3) = 0,7, µBπ,j

(x6) = 0,5.

Для осуществления операций над покрытиями потребуется находить пере-
сечение и объединение их блоков. Пусть π и σ – некоторые покрытия множе-
ства X. В соответствии с правилами осуществления операций над нечеткими
множествами [14] запишем

µBπ,j∩Bσ,k
(xi) = min(µBπ,j

(xi), µBσ,k
(xi)),

µBπ,j∪Bσ,k
(xi) = max(µBπ,j

(xi), µBσ,k
(xi)).
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Будем говорить, что покрытие π меньше или равно покрытию σ и обо-
значать π 6 σ, если для каждого блока Bπ,j покрытия π всегда найдется
блок Bσ,k покрытия σ такой, что Bπ,j ⊆Bσ,k. Так как при этом Bπ,j ∪Bσ,k =
= Bσ,k, выполнение включения Bπ,j ⊆Bσ,k требует доминирования нечетким
множеством Bσ,k нечеткого множества Bπ,j, т.е. выполнения условия

µBπ,j
(xi) 6 µBσ,k

(xi), 1 6 i 6 n.(8)

Существуют два специальных покрытия, обозначаемые как 0 и 1, кото-
рые являются разбиениями такими, что каждый блок разбиения 0 содержит
только один элемент множества X, в то время как разбиение 1 включает
только один блок, содержащий все элементы множества X. Для произволь-
ного покрытия π множества X выполняется

0 6 π 6 1.

Известно [10], что множество всех покрытий множества X с отношением ча-
стичного порядка образует решетку. Следовательно, для каждой пары по-
крытий π и σ можно найти два покрытия inf(π, σ) и sup(π, σ). Принято обо-
значать эти покрытия как π × σ и π + σ – соответственно произведение и
сумма покрытий. Для вычисления произведения и суммы покрытий исполь-
зуем правила, сформулированные в [17].

1. Каждый блок покрытия π × σ представляет собой пересечение некото-
рых блоков покрытий π и σ.

2. Каждый блок покрытия π + σ представляет собой объединение пересе-
кающихся блоков покрытий π и σ.

Обратим внимание на одну особенность, которая может возникать при на-
хождении результата операции ×. Пусть при осуществлении этой операции
по правилам традиционной алгебры покрытий [10] результатом является ну-
левое разбиение. Однако при формальном применении описанного выше спо-
соба с учетом функций принадлежности возможно появление таких блоков
нулевого разбиения, для которых значения функций принадлежности состоя-
ний этим блокам будет строго меньше единицы. Это будет свидетельствовать
о возникновении сингулярности в процессе преобразования НЧКА–модели
системы (например, при ее детерминизации). При необходимости возмож-
ным способом преодоления данной проблемы является переход (полный или
частичный) к НДКА–модели системы путем замены ненулевых значений со-
ответствующих функций принадлежности на единичные.

Прим ер 2. Пусть X = {x1, x2, x3, x4, x5, x6} и покрытия π = {(x1); (x3);
(x2, x4); (x2, x5, x6)}, σ = {(x1); (x2, x5); (x3, x4); (x4, x6)} с функциями при-
надлежности состояний соответствующим блокам µBπ,4(x2) = 0,5; µBσ,3(x4) =
= 0,3; остальные функции принадлежности равны единице. Применяя пра-
вило нахождения пересечения нечетких множеств к блокам покрытий π
и σ, получим функции принадлежности µBπ,1∩Bσ,1(x1) = µBπ,2∩Bσ,3(x3) =
= µBπ,3∩Bσ,2(x2) = µBπ,3∩Bσ,4(x4) = µBπ,4∩Bσ,4(x6) = 1, µBπ,4∩Bσ,2(x5) = 0,5,
µBπ,3∩Bσ,3(x4) = 0,3. Функции принадлежности состояний пустым множе-
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ствам, получаемым в результате пересечения блоков разбиений π и σ, равны
нулю. Заметим, что Bπ,3∩σ,2 ⊆Bπ,4∩σ,2. Следуя определению покрытия,
необходимо заменить оба этих блока одним доминирующим их блоком
Bπ,3∩σ,2 ∪Bπ,4∩σ,2. Кроме того, нечеткое множество Bπ,3 ∩Bσ,4 доминирует
нечеткое множество Bπ,3 ∩Bσ,3. В результате будет получено разбиение
π × σ = {(x1); (x3); (x2, x5); (x4); (x6)}.

Найдем теперь сумму покрытий π + σ. Осуществляя объединение пересе-
кающихся блоков покрытий, получим:

µBπ,1∪Bσ,1(x1) = µBπ,2∪Bσ,3(x3) = µBπ,2∪Bσ,3(x4) = µBπ,4∪Bσ,2(x2) =

= µBπ,3∪Bσ,2(x4) = µBπ,3∪Bσ,2(x5) = µBπ,3∪Bσ,3(x3) = µBπ,3∪Bσ,3(x4) =

= µBπ,4∪Bσ,2(x2) = µBπ,4∪Bσ,2(x5) = µBπ,4∪Bσ,2(x6) = µBπ,4∪Bσ,3(x2) =

= µBπ,4∪Bσ,3(x3) = µBπ,4∪Bσ,3(x4) = µBπ,4∪Bσ,3(x5) = µBπ,4∪Bσ,3(x6) =

= µBπ,2∪Bσ,4(x2) = µBπ,4∪Bσ,4(x5) = µBπ,4∪Bσ,4(x6) = 1,

µBπ,3∪Bσ,3(x2) = 0,5, µBπ,4∪Bσ,4(x3) = 0,3.

При построении результирующего покрытия будем учитывать, что Bπ,3∪Bσ,3

доминирует Bπ,2 ∪Bσ,3, а также что Bπ,3 ∪Bσ,2 ⊆Bπ,4 ∪Bσ,4, Bπ,3 ∪ Bσ,4 ⊆
⊆ Bπ,4 ∪ Bσ,4 и Bπ,4 ∪Bσ,2 ⊆Bπ,4 ∪Bσ,4. Как следствие, в качестве самосто-
ятельных блоков покрытия π + σ выбираются доминирующие нечеткие мно-
жества Bπ,3∪Bσ,3 и Bπ,3∪Bπ,4∪Bσ,2∪Bσ,4. Окончательно получаем покрытие
π+ σ = (x1); (x2, x3, x4); (x2, x4, x5, x6), второй блок которого является нечет-
ким множеством, так как µBπ+σ,2(x2) = 0,5.

Пусть π и σ – некоторые покрытия множества X. Для удобства даль-
нейшего изложения приведем концентрированное описание только основных
(используемых в настоящей статье) конструкций парной алгебры покрытий –
бинарного отношения ∆, понятия парности покрытий и оператора m. Более
полную информацию по этому вопросу можно найти, например, в [10].

Говорят, что покрытия π и σ удовлетворяют отношению ∆, (π, σ) ∈ ∆,
и образуют пару, если

x≡ x′(π)⇒ δ(x, uk)≡ δ(x′, uk)(σ) ∀uk ∈ U.(9)

Пусть x, x′ ∈ Bπ,j. Тогда согласно [17] для каждого uk ∈ U можно записать
δ(x, uk), δ(x

′, uk) ∈ Bk
σ,j , где вектор функций принадлежности µBk

σ,j
определя-

ется соотношением.

µBk
σ,j

= µB(π,j)M
k, Mk ∈M(U).(10)

Для заданного покрытия π могут существовать несколько покрытий, удо-
влетворяющих отношению (π, σ) ∈ ∆. В частности, π,1 ∈ ∆ справедливо для
любого покрытия π. Введем оператор m, ставящий в однозначное соответ-
ствие покрытию π покрытие m(π) следующим образом:

(π,m(π)) ∈ ∆, (π, σ) ∈ ∆⇒m(π) 6 σ.

Способ вычисления оператора m(π) определяется следующим алгорит-
мом.
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А лг о ри тм 2 (вычисление оператора m(π)).

1. Для каждого uk ∈ U и каждого j, 1 6 j 6 ν, где ν – число блоков по-
крытия π, воспользовавшись (10), найти подмножеcтво Bk

σ,j .

2. Записать множество непустых подмножеств Q = {Bk
σ,j , 1 6 k 6 m,

1 6 j 6 ν}.
3. Сформировать покрытие m(π) из Q путем объединения тех подмно-

жеств, для которых выполняется вхождение одного из них в другое. Конец.

Прим ер 3. Рассмотрим НЧКА, описываемый матрицами

M1=









0 1 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0









, M2=









0 0 0 0 0
0 0 0,7 0,3 0
0 0,4 0,6 0 0
0 0 0 0 0
1 0 0 0 0









, M3=









0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0,9 0 0 0,1
0 0 0 0 1
1 0 0 0 0









,

и положим π = 0. Найдем σ = m(π). При выполнении первого пункта алго-
ритма 2, взяв за основу первый блок покрытия π, µBπ,1

= (1 0 0 0 0), полу-

чим вектор-функцию принадлежности µB1
σ,1

= µBπ,1M
1 = (0 1 0 0 0), соответ-

ствующую подмножеству B1
σ,1 = {x2}. Далее находятся вектор-функции по-

лучим вектор-функцию принадлежности µB1
σ,1

=µBπ,1M
1= (0 1 0 0 0), соот-

ветствующую подмножеству B1
σ,1 = {x2}. Далее находятся вектор-функции

принадлежности µB2
σ,1

= µBπ,1M
2 = (0 0 0 0 0) и µB3

σ,1
= µBπ,1M

3 = (0 0 0 0 0),

соответствующие пустым подмножествам B2
σ,1 и B3

σ,1. Для остальных бло-
ков покрытия π, проводя аналогичные вычисления, найдем непустые
нечеткие подмножества с функциями принадлежности µB3

σ,1
= (0 0 1 0 0),

µB2
σ,2

= (0 0 0,7 0,3 0), µB3
σ,2

= (1 0,7 0 0 0), µB2
σ,3

= (0 0,4 0,6 0 0), µB3
σ,3

=

= (0 0 0,9 0 0,1) и µB3
σ,4

= (0 0 0 0 1), µB3
σ,5

= (1 0 0 0 0). В соответствии со вто-

рым пунктом алгоритма 2 запишем Q = {B3
σ,5;B

1
σ,1;B

2
σ,3;B

2
σ,2;B

3
σ,3;B

3
σ,4} =

= {(x1); (x2); (x2, x3); (x3, x4); (x5)}. Выполняя третий пункт алгоритма, от-
метим, что B1

σ,1 ⊆B2
σ,3 и B3

σ,4 ⊆B3
σ,3. Заменим вышеуказанные нечеткие мно-

жества доминирующими нечeткими множествами B∗ = B1
σ,1 ∪B2

σ,3 и B∗∗ =
= B3

σ,4∪B3
σ,3 с функциями принадлежности соответственно µB∗ = (0 1 0,6 0 0)

и µB∗∗ = (0 0 0,9 0 0,1). Окончательно получим нечеткое покрытие σ =
= {B3

σ,5;B∗;B2
σ,3;B

∗∗} = {(x1); (x2, x3); (x3, x4); (x3, x5)} с соответствующими
функциями принадлежности.

Заметим, что в отличие от случая ДКА, для случаев НДКА или НЧКА
всегда выполняется m(0) 6= 0.

5. Синтез наблюдателя A0

Для произвольного покрытия ϕ, проводя аналогию с конструкциями ал-
гебры функций в приложении к непрерывным динамическим системам [4],
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введем понятия δ-инвариантности

(ϕ,ϕ) ∈ ∆

и (λ, δ)-инвариантности

(πλ × ϕ,ϕ) ∈ ∆,(11)

где блоки нечеткого покрытия πλ задаются строками матрицы L. Неслож-
но видеть, что понятие δ-инвариантности является частным случаем (при
πλ = 1) понятия (λ, δ)-инвариантности. Именно последнее понятие будет ис-
пользоваться при синтезе наблюдателя A0. Информационный смысл этого
понятия состоит в следующем [10]: пусть в некоторый дискретный момент
времени имеется полная информация о выходе ДСС или, что то же самое,
информация о текущем состоянии ДСС с точностью до некоторого блока
покрытия πλ, а также дополнительная информация о текущем состоянии с
точностью до некотоpого блока покрытия ϕ, тогда гарантируется возмож-
ность вычисления состояния ДСС в следующий дискретный момент времени
с точностью до некоторого блока покрытия ϕ.

Для нахождения (λ, δ)-инвариантного покрытия такого, что

ϕ0
6 ϕ,(12)

где ϕ0 – некоторое заданное покрытие, может быть использован алгоритм,
аналогичный алгоритму работы [15]; при этом подразумевается, что вычис-
ление операций и операторов алгебры покрытий осуществляется с использо-
ванием введенных выше правил нечеткой логики.

А лг о ри тм 3 (нахождение (λ, δ)-инвариантного покрытия ϕ).

1. Принять i = 0 задать ϕ0.
2. Вычислить покрытие

ϕi+1 = ϕi +m(πλ × ϕ),(13)

если ϕi+1 = ϕi, то перейти к пункту 3, в противном случае положить i := i+1
и повторить выполнение пункта 2.

3. Принять ϕi+1 := ϕi. Конец.

Сходимость алгоритма 3 и свойство получаемого покрытия определяются
следующей теоремой.

Те ор ем а 1 (теорема сходимости). Существует конечное i = imax, такое
что покрытие ϕ = ϕi = ϕi+1 = ϕimax , определяемое согласно (13), является
наименьшим, удовлетворяющим условиям (11) и (12).

Дока з а т е л ь с т в о. Приведено в [9] для случая разбиений. В случае ис-
пользования алгебры покрытий доказательство остается прежним [17].

Введем операцию

< Li, µB(ϕ,j) >= (min(Li,1, µBϕ,j
(x1)), . . . ,min(Li,n, µBϕ,j

(xn))).(14)
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Результат операции определяет вектор-строку функций принадлежности со-
стояний ДСС блоку покрытия πλ×ϕ, получаемому в результате пересечения
i-го блока покрытия πλ и j-го блока покрытия ϕ. Тогда, имея в виду (10),
можно записать

µBk

πλ×ϕi
=< Li, µB

ϕi
j

> Mk
s ,(15)

где Bk
πλ×ϕi – подмножество из п. 2 алгоритма 2, записанное для случая вы-

числения оператора m(πλ × ϕi). Соотношение (15) удобно использовать при
вычислении нечеткого покрытия ϕi+1 в соответствии с формулой (13).

Положим ϕ0 = 0 и, воспользовавшись алгоритмом 2, найдем покрытие ϕ.
Поставим в соответствие каждому состоянию x0,j наблюдателя блок покры-
тия ϕ, используя для этого запись в виде единичного вектора размера 1× n0,
j-й элемент которого равен единице. Здесь n0, n0 6 n, – число блоков по-
крытия ϕ и множество X0, представляющее множество единичных векторов,
имеет размерность, не превышающую размерность множества состояний ис-
ходного автомата A.

Равенство

< Li, µBϕ,j
>= 0(16)

будет говорить о несовместимости i-го выхода ДСС и j-го состояния ДКА A0.

Функцию переходов наблюдателя δ0 будем задавать совокупностью мат-
риц Mk,i

0 , 1 6 k 6 m 1 6 i 6 l, каждая из которых соответствует определен-
ному сочетанию значений входов и выходов ДСС. Найдем

µB+
ϕ ,j =< Li, µBϕ,j

> Mk
s .(17)

В случае выполнения включения

B+
ϕ,j ⊆Bϕ,t(18)

можно утверждать, что состояния ДСС из блока Bϕ,j покрытия ϕ при вы-
ходе yi под воздействием входа uk переводятся в состояния, принадлежащие
блоку Bϕ,t. Это позволяет свести нахождение матриц Mk,i

0 к вычислению (17)
и проверке выполнения включения (18) для различных сочетаний входов и
выходов ДСС: 1 6 k 6 m, 1 6 i 6 l. Такая проверка может быть осуществле-
на с помощью следующего алгоритма, в котором индексы j и t соответствуют
состояниям наблюдателя A0 до и после перехода.

А лг о ри тм 4 (вычисление матриц Mk,i
0 ).

1. Положить k = 1.
2. Положить i = 1.
3. Принять Mk,i

0 = 0n0×n0 .
4. Положить j = 1, t = 1.
5. Если выполняется (16), положить j = j +1, t = 1 и перейти к выполне-

нию п. 5.
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6. Найти множество B+
ϕ,j по вектор-строке функций принадлежности, вы-

числяемой согласно (17).
7. Проверить выполнение включения (18). Если включение не выполняет-

ся, перейти к выполнению п. 9.
8. Записать “1” на место элемента матрицы Mk,i

0 (i, t), стоящего на пересе-
чении j-й строки и t-го столбца. Перейти к п. 10.

9. Если t = n0, положить t = t+ 1 и вернуться к выполнению п. 7.
10. Если j = n0, положить j = j + 1, t = 1 и перейти к п. 5.
11. Если i = l, положить i = i+ 1 и перейти к п. 3.
12. Если k = m, положить k = k + 1 и перейти к п. 2.
13. Конец.

Алгоритм предполагает выполнение ряда вложенных циклов (внутри ко-
торых осуществляются элементарные действия над матрицами); общее число
циклов не превышает lmn20, что характеризует его вычислительную слож-
ность. Пункты 1–4 задают начальные значения индексов t, j, i и k, которые
управляют последовательностью выполнения циклов в процессе реализации
алгоритма. При выполнении пунктов 9–12 осуществляется корректировка и
контроль предельных значений этих индексов, что гарантирует сходимость
алгоритма. Поскольку все вычисления осуществляются off-line, реализация
алгоритма для реальных систем не потребует значительных вычислительных
ресурсов и может быть осуществлена с использованием обычного персональ-
ного компьютера. Работа основной части (пункты 5–8) алгоритма поясняется
в следующем примере.

Прим ер 4. Пусть динамика ДСС при исправной работе описывается
НЧКА–моделью из примера 3. Пусть также функция выхода ДСС зада-
ется нечеткой матрицей L. Предположим, что в ДСС возможен дефект
f1 : (x5 → x1)4,3. Как следствие, матрица M3 примет вид матрицы M3

1 . При-
ведем вид вновь введенных матриц для ДСС с дефектом (матрицы M1 и M2

сохраняют свой прежний вид):

L =





1 0,5 0 1 0
0 0,5 0 0 1
0 0 1 0 0



 , M3
1 =









0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0,9 0 0,1
1 0 0 0 1
1 0 0 0 0









.

Для рассматриваемой НЧКА–модели, воспользовавшись алгоритмом 3,
найдем (λ, δ)-инвариантное покрытие при ϕ0 = 0. Вычисление оператора m

при этом осуществим с использованием алгоритма 2. Положив i = 0 и вос-
пользовавшись (13), получим

ϕ1 = 0+m(λ× 0) = m(0) = {B∗∗∗;B∗;B2
σ,2;B

∗∗} =
= {(x1, x5); (x2, x3); (x3, x4); (x3, x5)},

где muB∗∗∗ = (1 0 0 0 1). Продолжая вычисления согласно (13), можно пока-
зать, что ϕ2 = ϕ1 +m(πλ × ϕ1) = ϕ1. В соответствии с п. 3 алгоритма 3 при-
мем ϕ = ϕ1.
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Для удобства дальнейшего изложения иллюстрацию работы алгоритма 4
начнем с приведения ряда промежуточных результатов (см. табл. ниже).
Таблица демонстрирует результаты проверки выполнения включения (18)
(пп. 5–8 алгоритма 4).

Результаты работы алгоритма 4 (пункты 1–7)

Bϕ1 ∩Bπλ1 M1 M2 M3 Bϕ1 ∩Bπλ2 M1 M2 M3 Bϕ1 ∩Bπλ3 M1 M2 M3

B+
ϕ1⊆ Bϕ2 ∅ ∅ B+

ϕ1⊆ ∅ ∅ Bϕ1 B+
ϕ1⊆ ∅ ∅ ∅

Bϕ2 ∩Bπλ1 M1 M2 M3 Bϕ2 ∩Bπλ2 M1 M2 M3 Bϕ2 ∩Bπλ3 M1 M2 M3

B+
ϕ2⊆ ∅ Bϕ3 ∅ B+

ϕ2⊆ ∅ Bϕ3 ∅ B+
ϕ2⊆ ∅ Bϕ2 Bϕ4

Bϕ3 ∩Bπλ1 M1 M2 M3 Bϕ3 ∩Bπλ2 M1 M2 M3 Bϕ3 ∩Bπλ3 M1 M2 M3

B+

ϕ3⊆ ∅ ∅ Bϕ1 B+

ϕ3⊆ ∅ ∅ ∅ B+

ϕ3⊆ ∅ Bϕ2 Bϕ4

Bϕ4 ∩Bπλ1 M1 M2 M3 Bϕ4 ∩Bπλ2 M1 M2 M3 Bϕ4 ∩Bπλ3 M1 M2 M3

B+

ϕ4⊆ ∅ ∅ ∅ B+

ϕ4⊆Bϕ2 ∅ Bϕ2 Bϕ1 B+

ϕ4⊆ ∅ Bϕ2 Bϕ4

По горизонтали эта таблица разбита на четыре части, каждая из кото-
рых соответствует определенному блоку покрытия Bϕ,j (состоянию наблю-
дателя x0.j), 1 6 j 6 4, имеющему место до перехода. Каждая часть таблицы
содержит две строки. При этом нечетные строки содержат описание аргу-
ментов: сочетания исходного блока покрытия Bϕ,j с блоками покрытия πλ
(соответствуют выходам ДСС) и используемыми при вычислении матрица-
ми Mk

s (соответствуют входам ДСС). В четных строках приводятся блоки
покрытия ϕ, соответствующие следующим состояниям наблюдателя, полу-
чаемым после реализации перехода. Основываясь на этой таблице, рассмот-
рим процесс нахождения строк матриц, описывающих динамику наблюдате-
ля A0. Отметим, что после выполнения первых четырех пунктов алгоритма
получим: k = 1, i = 1, M1,1

0 = 04×4, j = 1, t = 1. Проверка равенства (16) в со-
ответствии с п. 5 алгоритма в силу невыполнения этого равенства потребует
перехода к п. 6. Вычисления согласно п. 6 и проверка включения (18) соглас-
но п. 7 приводят к переходу к п. 9. Последующий возврат к п.7 и проверка
включения (18) подтвердят его выполнение для j = 1, t = 2. После выпол-
нения п. 8 первая строка матрицы M1,1

0 будет содержать единицу на второй
позиции. Продолжая выполнение алгоритма 4 для других значений индекса j,
2 6 j 6 4, несложно убедиться, что все остальные строки этой матрицы бу-
дут нулевыми. Таким образом, вид строк матрицы Mk,i

0 для некоторой пары
входов и выходов полностью определяется таблицей. Так, элементы третьей
строки матрицы Mk,2

0 равны нулю для всех значений индекса k ∈ {1, 2, 3}, в

то время, как элементы четвертой строки матриц M2,3
0 ,M3,3

0 содержат еди-
ницу соответственно на второй и четвертой позициях.

6. Формирование закона управления

Предположим, что решается задача терминального управления ДСС, со-
стоящая в переводе системы из начального состояния x(0) ∈ X в некоторое
конечное состояние xr, xr ∈ X. Отметим, что гарантировать решение этой
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задачи, опираясь на единственную эталонную траекторию движения, невоз-
можно в силу неопределенности реакции ДСС на одни и те же входные воз-
действия: можно говорить об управлении состояниями системы только с точ-
ностью до блоков некоторого покрытия множества X. В результате на прак-
тике может потребоваться существование нескольких допустимых траекто-
рий с возможностью перехода от одной траектории к другой в зависимости
от реакции ДСС. Задача формирования допустимых альтернативных тра-
екторий тесно связана с исследованием специфики конкретной системы и
подробно не рассматривается.

Если в ДСС диагностирован дефект fs, упомянутым покрытием явля-
ется покрытие ϕ [9]. Как следствие, первоначальная задача терминального
управления замещается задачей перевода состояния системы из блока покры-
тия B0

ϕ, x(0) ∈ B0
ϕ, в блок покрытия Br

ϕ, xr ∈ Br
ϕ. Далее формируется требуе-

мая траектория движения в терминах блоков покрытия ϕ, представляющая
собой последовательность переходов: B0

ϕ → B1
ϕ → · · · → Br

ϕ, где хотя бы од-
но состояние последующего блока достижимо из хотя бы одного состояния
предыдущего блока. Отметим, что на реализацию заданной последовательно-
сти не будут влиять ошибки выполнения переходов ДСС, обусловливаемые
дефектом fs, поскольку возникающие искажения ее состояния будут нахо-
диться в пределах одного и того же блока покрытия ϕ. Отметим также, что
этой последовательности однозначно соответствует определенная последова-
тельность переходов наблюдателя A0 : x

0
0 → x10 → · · · → xr0.

Следуя [9], будем связывать значение генерируемого нового входа u∗ с те-
кущим значением функции перехода наблюдателя δ0 или, что то же самое,
с блоком покрытия Bϕ,t, состояния которого достижимы из состояний блока
покрытия Bϕ,j (см. (17) и (18)). Например, если в приведенной выше цепочке
переходов имеет место переход Bi

ϕ → Bi+1
ϕ , 1 6 i 6 r − 1, то блок Bi

ϕ здесь

может рассматриваться в качестве блока Bϕ,j, а блок Bi+1
ϕ – в качестве бло-

ка Bϕ,t. Следовательно, новый вход u∗ полностью определяется желаемым
следующим блоком покрытия ϕ в цепочке переходов.

Рассмотрим теперь правило формирования отображения g. Это правило
базируется на анализе функции переходов наблюдателя δ0. Проблема здесь
заключается в том, что для одной и той же пары сочетаний выхода y ДСС
и состояния наблюдателя xi0, которому соответствует блок Bi

ϕ покрытия ϕ,
могут существовать несколько входов, обеспечивающих требуемый переход
ДСС в состояние x∗ ∈ X. Для устранения возникающей неоднозначности
предлагается осуществлять выбор такого входа, который обеспечивает наи-
большую степень уверенности в переходе системы в заданное состояние x∗
в соответствии с критерием

J = max
u

µ
Bi+1

ϕ
(x∗).(19)

Прим ер 5. Вернемся к ДСС с дефектом f1 из примеров 3 и 4. Пусть зада-
ча терминального управления состоит в последовательном переводе этой си-
стемы из начального состояния x(0) = x1 ∈ Bϕ,1 в конечное состояние xr = x3
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так, чтобы была реализована цепочка переходов x1 → x2 → x3. Поставим в
соответствие этой цепочке последовательность блоков покрытия ϕ. Так как
x2 ∈ Bϕ,2, используя таблицу как основу для формирования отображения g,
можно убедиться, что единственный вариант допустимого перехода обеспе-
чивается входом ДСС u1. Однако если при этом формируется выход y3, то
переход осуществлен в состояние x3, а не в состояние x2. Это значит, что
первоначально заданная траектория (цепочка переходов ДСС) нарушается и
требуется переход к другой допустимой траектории.

Если сформирован другой выход ДСС (не y3), то можно гарантировать,
что переход действительно осуществлен в состояние x2. При этом, как следует
из таблицы, вход u2 обеспечит следующий переход в блок Bϕ,3, содержащий
состояние x3. Формирование выхода y3 в этом случае подтвердит успешность
перехода.

Проиллюстрируем работу оптимизационного подхода на основе крите-
рия (19). Пусть теперь x3 ∈ Bϕ,2, выход ДСС y3 и при реализации альтер-
нативной траектории x1 → x3 → x3 с наибольшей уверенностью требуется
сохранить это же состояние (x∗ = x3). Пусть теперь x3 ∈ Bϕ,2, выход ДСС
y3 и при реализации альтернативной траектории x1 → x3 → x3 с наиболь-
шей уверенностью требуется сохранить это же состояние (x∗ = x3). Из таб-
лицы следует, что сохранение состояния возможно при входах u2 или u3.
После успешного перехода будет иметь место соответственно x3 ∈ Bϕ,2 или
x3 ∈ Bϕ,4. Однако в последнем случае значение критерия J = µBϕ,4(x3) = 0,9
больше, чем в первом J = µBϕ,2(x3) = 0,6. Поэтому выбор u3 является пред-
почтительным.

7. Иллюстративный пример

Рассмотрим процесс управления изменениями IT-системы ( [17], табл. 1).
Этот процесс является одним из важнейших для IT-систем: он отвечает за
управление жизненным циклом всех изменений и способствует реализации
полезных изменений с минимальным прерыванием предоставления IT-услуг.
Субъектами процесса являются:

1) инициатор – представитель департамента IT, осуществляющий первич-
ную обработку, назначение и контроль над ходом выполнения изменений;

2) исполнитель – инженер, производящий изменения в элементах конфи-
гурации или координирующий работу подрядчика по этим изменениям;

3) консультативный комитет по изменениям (КИ) – консультативный ор-
ган, регулярно собирающийся для оценки и планирования изменений;

4) менеджер процесса – представитель департамента IT, осуществляющий
контроль процесса управления изменениями и формирующий предложения
по его улучшению.

В [14] введена модель процесса в виде нечеткого конечного автомата
и предложено решение задачи диагностирования (мониторинга) этого про-
цесса. Опуская подробное описание самой модели, приведем перечень ис-
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пользуемых переменных. В качестве входов модели рассматриваются сле-
дующие внешние события: u1 – завершение формирования плана работ;
u2 – утверждение плана КИ; u3 – передача неутвержденного плана КИ на
доработку; u4 – выполнение работ исполнителем; u5 – проверка менеджером
процесса выполнения работ; u6 – закрытие работ и занесение внесенных изме-
нений в библиотеку состояний IT-системы. Состояния модели соответствуют
следующим этапам регламента: x1 – формирование задания и плана его реа-
лизации; x2 – согласование задания и плана работ КИ; x3 – согласование за-
дания и плана работ менеджером процесса; x4 – выполнение работ исполни-
телем; x5 – проверка менеджером процесса выполненных работ; x6 – работы
завершены. В качестве выходов используется доступная информация об эта-
пах выполнения регламента. Модель допускает некритичные отклонения дей-
ствия субъектов процесса от исходного (эталонного) регламента. Рассмат-
ривается ошибка инициатора f1 : (x2 → x3)x1,u1 . Нечеткое покрытие ϕ за-
дается функциями принадлежности µB0

ϕ
= (1 0 0 0 0 0), µB1

ϕ
= (0 1 1 0 0 0),

µB2
ϕ
= (0,1 0,1 0 0,8 0 0), µB3

ϕ
= (0,2 0,1 0 0 0,7 0), µB4

ϕ
= (0 0 0 0 0 1). Напом-

ним, что блокам покрытия соответствуют состояния наблюдателя x00, x
1
0, x

2
0,

x30, x
4
0.

Эталонная траектория движения имеет вид x1→ x2→ x3→ x4→ x5→ x6.
Этой траектории соответствует последовательность переходов между блока-
ми пoкрытия ϕ: B0

ϕ →B1
ϕ→B1

ϕ→B2
ϕ→B3

ϕ→B4
ϕ, инициируемая последова-

тельностью входов u1, u2, u4, u5, u6 и приводящая к формированию последо-
вательности выходов y1, y2, y3, y4, y2, y5 (см. [14], табл. 4).

Допустимой также является траектория x1→ x2→ x3→ x2→ x3→ x4→
→ x5→ x6, обусловливаемая передачей менеджером задания и плана работ
для повторного согласования в КИ. Ей соответствует последовательность пе-
реходов между блоками пoкрытия Bϕ: B0

ϕ → B1
ϕ → B1

ϕ → B1
ϕ → B1

ϕ → B2
ϕ →

→ B3
ϕ → B4

ϕ, инициируемая последовательностью входов u1, u2, u4, u2, u4,
u5, u6 и приводящая к формированию последовательности выходов y1, y2, y3,
y2, y3, y4, y2, y5 (см. [14], табл. 5).

Недопустимой является траектория x1 → x3 → x4 → x5 → x6, являющая-
ся следствием ошибки инициатора процесса. Ей соответствует последователь-
ность переходов между блоками пoкрытия ϕ: B0ϕ: B1

ϕ → B2
ϕ → B3

ϕ → B4
ϕ,

инициируемая последовательностью входов u1, u2, u4, u5 и приводящая к фор-
мированию последовательности выходов y1, y3, y4, y2, y5 (см. [14], табл. 6).
В случае обнаружения этой ошибки предлагается осуществить переход к эта-
лонной траектории, начиная с состояния x2, x2 ∈ B1

ϕ, используя вход u4.

Алгоритм формирования в реальном времени нового входа u∗ и отображе-
ния g, обеспечивающих аккомодацию к ошибке инициатора процесса, можно
получить, основываясь на положениях настоящей статьи. Он не приводится
в силу его простоты и ограниченного объема статьи.
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8. Заключение

В настоящей статье в рамках решения общей задачи аккомодации ДСС к
дефектам, получены следующие результаты.

1. Ранее предложенный авторами математический аппарат парной алгеб-
ры покрытий [17] распространен на случай задания блоков покрытий нечет-
кими множествами. Разработана парная алгебра нечетких покрытий. Необ-
ходимые вычисления операций и оператора алгебры могут быть поддер-
жаны существующими пакетами прикладных программ, например системой
MatLab.

2. Введено понятие наблюдателя в приложении к НЧКА. Новые матема-
тические конструкции парной алгебры нечетких покрытий использованы для
разработки алгоритма синтеза наблюдателя НЧКА (алгоритм 4).

3. Предложен оптимизационный подход для нахождения нового входа u∗,
отображения g и входа u ДСС, позволяющий обеспечить высокую степень
реализуемости формируемого закона отказоустойчивого управления.
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ПОСТРОЕНИЕ ПЛАНА ЗАЩИТЫ ПОДВИЖНОЙ ЦЕЛИ
С ПОМОЩЬЮ ЗАЩИТНИКА-ПЕРЕХВАТЧИКА ОТ АТАКИ

МНОЖЕСТВА АТАКУЮЩИХ МЕТОДОМ ПОИСКА
ПО ДЕРЕВУ МОНТЕ-КАРЛО

Рассматривается задача защиты подвижной цели от атаки множества
атакующих преследователей с помощью защитника-перехватчика. При-
водится строгая математическая постановка задачи, вводятся критерии
качества планов защиты, и формулируются математические свойства за-
дачи, на основе которых предлагаются эвристические правила и алгорит-
мы их применения для построения субоптимальных решений.

Ключевые слова: математическая оптимизация, исследование операций,
поиск по дереву Монте-Карло (MCTS), локальные правила.

DOI: 10.7868/S2413977726100056

1. Введение

Мир проходит через большие перемены. Дроны доминируют на суше и
в воздухе, а безэкипажные суда и подводные аппараты представляют опас-
ность в море. Автономные комплексы способны решать все больше задач как
военных, так и гражданских, без какого-либо участия человека. Это наибо-
лее заметно на поле боя, где беспилотные средства уже изменили характер
войны и определяют новые правила. Массированные атаки дронов по объек-
там инфраструктуры и логистики представляют существенную и актуальную
проблему. Становится очевидно, что экономически целесообразная защита от
данной угрозы требует перехватчиков, способных последовательно, один за
другим, уничтожать атакующие дроны. Значительную роль здесь играет вы-
бор наилучшего порядка перехвата, что является задачей, близкой по смыс-
лу к «динамической задаче коммивояжера» (ДЗК) [1, 2] или Moving Targets
TSP (MTTSP) [3, 4]. На данный момент не существует эффективных мето-
дов точного решения ДЗК, а сама задача находится на начальных этапах
исследования [5]. Современные постановки ДЗК концентрируются на усло-
виях неопределенности в информации о положении целей и ограниченности
временных окон для их наблюдения [6, 7].

104



Задача коммивояжера и, как следствие, многие ее динамические обобще-
ния являются NP-полными [8], а значит, для них нет эффективных алго-
ритмов точного решения. Построение обороны требует принятия решений
в условиях ограниченного времени, для чего требуется разработка методов
быстрого субоптимального планирования. Алгоритмы такого планирования
уже рассматривались авторами для случая защиты неподвижной точки в [9],
цель настоящей работы – их обобщение на задачу защиты подвижной точки.
Для этого предлагается обобщенная постановка задачи, которая включает в
себя как планирование порядка обхода целей, так и построение маневра укло-
нения от атакующих защищаемой подвижной точки. Качество планов пред-
лагается оценивать на основе векторных критериев, обобщающих таковые
из [10] для защиты статичной точки на динамический случай. Планирование
движения подвижного объекта защиты ведется на основе локальных правил,
подобных тем, которые применялись в [11], а порядок перехвата атакующих
выбирается посредством поиска по дереву Монте-Карло (MCTS) [12, 13].

MCTS – метод комбинаторной оптимизации, получивший известность по-
сле успешного применения в проекте AlphaGo [12]. Классические приложе-
ния MCTS подразумевали игровые постановки задач в конечных играх, но
алгоритм хорошо зарекомендовал себя и для комбинаторной оптимизации
в неигровых задачах [14]. Поиск по дереву Монте-Карло с PUCT-оценками
(Predictor + Upper Confidence bounds for Treas) обычно применяется в паре с
нейросетью и используется для ее обучения. Однако MCTS также способен
работать на основе локальных правил, которые могут оценивать действия
вместо нейросети [9]. Такая реализация алгоритма не только позволяет при-
менять его без предварительного обучения, но и использовать его для вычис-
ления q-оценок для обучения с подкреплением. Таким образом, адаптация
поиска по дереву Монте-Карло не только предоставляет готовый алгоритм
решения проблемы планирования, но и открывает путь для эффективного
обучения нейросетевых моделей, способных решать данную задачу.

2. Математическая модель, постановка задачи и метод решения

В этом разделе обсуждается постановка задачи защиты подвижной це-
ли защитником-перехватчиком от нападения множества атакующих, которая
обобщает постановки задач из [9, 10] на случай подвижного объекта защиты.

2.1. Модель движения защищаемой точки, атакующих целей
и защитника-перехватчика

Пусть необходимо защищать подвижную цель T , способную перемещать-
ся со скоростью VT , от нападения n атакующих, которые гонятся за T
со скоростью VA > VT . Полагаем, что оборонять T требуется защитником-
перехватчиком D, который может преследовать атакующих со скоростью
VD > VA. Движение происходит в плоскости, цель T и защитник D в ну-
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левой момент времени располагаются в начале координат, а атакующие – на
границе круга радиуса R в слое толщиной 2∆R.

Начальные положения атакующих задаются радиус-векторами r
0
1, . . . , r

0
n,

а их скорости V1, . . . ,Vn постоянно направлены на T :

(1) Vi = VA
rT − ri

|rT − ri|
,

где ri и rT – текущие положения i-атакующего и цели T . Атакующий считает-
ся пропущенным, если в некоторый момент времени его координаты совпадут
с положением T .

Динамика защищаемой цели T описывается моделью простых движений

ẋT = VT cos(u),

ẏT = VT sin(u),
(2)

где xT и yT – координаты T , а u ∈ [0, 2π] – управление направлением дви-
жения.

Вектор скорости защитника D определяется атакующим, которого D пе-
рехватывает в данный момент времени:

(3) VD = VD
ri − rD

|rD − ri|
,

где rD и ri – положение D и атакующего, на перехват которого выдвигает-
ся D. Атакующий считается уничтоженным, если его координаты в некото-
рый момент времени совпадают с положением D.

2.2. Понятие плана защиты, его критерии качества
и постановка задачи

План перехвата π = [π1, . . . , πn] – последовательность целей, где πi – номер
цели, которую D посещает в i-очередь. Пусть τ∗(π) – время выполнения π,
тогда на [0, τ∗(π)] требуется построить управление u(t) движением T соглас-
но (2). Для упрощения задачи предлагается задавать движение точки T в
дискретном времени с шагом ∆t. Введем следующее

Опр е д е л е н и е 1. Планом защиты Π называется пара (π, ρ), где π – по-
следовательность перехвата целей защитником D, а ρ = {rT (tk)}Kk=0 – на-
бор точек, которые T занимает в моменты времени tk = k∆T . При этом
на ρ накладываются ограничения

|rT (tk+1)− rT (tk)| = VT∆t,

которые выражают условия достижимости точек ρ, при этом без потери
общности всегда полагаем, что rT (0) = rD(0) = (0, 0).

Введем вектор потерь L(Π) = (m0, . . . ,m5), где m0 – число пропущенных
целей, а mi – число перехваченных на растоянии не менее чем Ri от T , где
R1 < R2 < · · · < R5. Тогда сформулируем задачу.
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Зад а ч а 1. По начальным положениям r
0
1, . . . , r

0
n атакующих целей по-

строить план защиты Π согласно определению 1 с минимально возможным
вектором потерь L(Π), где сравнение ведется в словарном порядке, т.е.

(m0, . . . ,m5) < (m′
0, . . . ,m

′
5)→ ∃k : ∀i < k : mi = m′

i ∧mk < m′
k.

На практике найти оптимальный план Π практически невозможно, и тре-
буется найти субоптимальный Π с приемлемым L(Π). В [10] доказана

Те ор ем а 1. Для любого начального расположения атакующих при на-
личии динамического преимущества (VD > VA) защитника над атакующи-
ми для статичной защищаемой цели существует план перехвата π, кото-
рый обеспечивает перехват всех атакующих без пропусков.

Сл ед с т в и е 1. Для любого начального расположения атакующих при
наличии динамического преимущества (VD > VA) защитника над атакую-
щими для подвижной защищаемой цели существует план перехвата π, ко-
торый обеспечивает перехват всех атакующих без пропусков.

Дока з а т е л ь с т в о. Действительно, поскольку динамическая цель спо-
собна оставаться на месте неподвижно, то ее способность к перемещению не
может ухудшить результат теоремы 1, а значит, всегда существует план за-
щиты без пропусков атакующих.

Таким образом, разумным требованием к субоптимальности плана защиты
следует считать m0 = 0, т.е. отсутствие пропусков целей.

2.3. Позиционные свойства атакующих и локальные правила
принятия решений

Пусть в момент времени t защитник D и защищаемая цель T занимают
позиции rI(t) и rT (t), и VT (t) – скорость T , а ri(t) – радиус-векторы атакую-
щих. Для дальнейшего обсуждения потребуются величины

τi(t) =
VA|rT (t)− ri(t)|+VT (t)[rT (t)− ri(t)]

V 2
A − V 2

T

,

где τi(t) – время, необходимое i-атакующему на поражение T при условии,
что T продолжит движение по прямой со скоростью VT , и

(4) θi(t) =
VI |rT (t)− ri(t)|+Vi(t)[rT (t)− ri(t)]

V 2
I − V 2

A

,

где θi(t) – время, необходимое защитнику D на перехват i-атакующего, при
условии что тот будет двигаться по прямой со скоростью Vi, определенной
согласно (1) по текущим значениям ri(t) и rT (t).

На основе τi(t) и θi(t) введем следующие определения.
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Опр е д е л е н и е 2. Под опасностью i-атакующего будем понимать вели-
чину

Ki(t) =
1

τi(t)
,

ко времени поражения τi(t).

Опасность показывает, насколько атакующий угрожает T – чем меньшее вре-
мени ему необходимо для поражения T – тем выше его опасность.

Опр е д е л е н и е 3. Под удобством i-атакующего будем понимать вели-
чину

Ui(t) =
1

θi(t)
,

обратную времени перехвата θi(t).

Удобство показывает, насколько легко для защитника перехватить атакую-
щего – чем меньшее на это необходимо время, тем выше его удобство.

Опр е д е л е н и е 4. Под преимуществом над i-атакующим будем пони-
мать величину

Ai(t) = τi(t)− θi(t)
разности времен поражения τi(t) и перехвата θi(t).

Преимущество показывает запас времени на перехват – чем выше преимуще-
ство, тем дольше можно откладывать решение о назначении данной цели.

При планировании движения T разумно приоритетно уклоняться от ата-
кующих, представляющих наибольшую угрозу, чтобы выиграть время на их
перехват для D. Степень угрозы со стороны i-атакующего оценивается его
опасностью Ki(t), поэтому для нахождения вектора скорости цели логично
использовать правило

(5) VT (t) ∼
n∑

i=1

Ki(t)
n∑

j=1
Kj(t)

rT (t)− ri(t)

|ri(t)− rT (t)|
,

где знак пропорциональности означает, что величина справа задает направ-
ление скорости VT (t), в то время как ее величина совпадает с VT . Данное
правило соответствует приоритетному убеганию от атакующих с наибольшей
опасностью Ki(t). Здесь следует сделать важную оговорку: использование
данного правила лишает следствие 1 силы, так как теперь защищаемая цель
не может прекратить движение, а значит, могут быть начальные условия,
при которых не существует плана перехвата без пропусков, но такие конфи-
гурации крайне редки.

Дополнительно мгновенные характеристики атакующих позволяют сфор-
мулировать локальные правила для защитника D:

(6) PQ(i) =
Qi(t)
n∑

j=1
Qj(t)

,
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где вместо Qi(t) подставляют опасность Ki(t) или удобство Ui(t) i-цели. Ве-
личины PQ(i) могут использоваться как для детерминированного назначе-
ния атакующих защитнику по argmaxPQ(i), так и для построения стоха-
стической политики, когда PQ(i) трактуется как распределение вероятности
назначений.

2.4. Понятие частичного плана и свойства задачи планирования

При использовании правила (5) для движения цели T – ее траектория
полностью определяется начальными положениями и планом перехвата π.
Введем для π = [π1 . . . πn] последовательность времен t = [t1 . . . tn], необходи-
мых D, чтобы обслужить первые k атакующих из π. Здесь под обслуживани-
ем атакующего понимается либо его успешный перехват, либо поражение им
T прежде его поимки. Тогда движение T вплоть до момента tk зависит только
от первых k элементов плана π, что мотивирует следующие определения.

Опр е д е л е н и е 5. Под частичным планом π = [π1, . . . , πk] будем пони-
мать упорядоченный набор из k 6 n различных целей, задающий очеред-
ность их перехвата, которому соответствует промежуточное состоя-
ние S(π). Под S(π) будем понимать координаты rT (tk), rD(tk) и rj(tk),
где tk – время выполнения частичного плана π, rj(tk) – положения тех
атакующих, которые не были перехвачены D и еще не поразили T к
моменту завершения π, совместно с текущим вектором потерь L(π) =
= (m0(tk), . . . ,m5(tk), где m0(tk) – число пропущенных целей, а mi(tk) – числа
перехваченных атакующих в соответствующей зоне к моменту tk.

Введем для частичного плана оценку l(π) = L(π)+Z(S), где L(π) – вектор
текущих потерь плана π, а Z(S) = (0, z1, . . . , z5), где zi – число целей, нахо-
дящихся в соответствующей зоне потерь в промежуточном состоянии S(π).
Тогда верна теорема об оценке снизу.

Те ор ем а 2. Итоговый вектор потерь L(π∗) для любого продолжения
плана π всегда не меньше, чем l(π), т.е. L(π∗) > l(π), если π∗ есть продол-
жение π.

Дока з а т е л ь с т в о. Действительно, так как скорость VA > VT , то рас-
стояние d = |ri(t)− rT (t)| между i-атакующим и целью T монотонно убывает
с ростом времени t. Поэтому вектор потерь L(π∗) любого продолжения ча-
стичного плана π будет включать как вектор потерь L(π), так и потери по
еще не перехваченным атакующим, которые не могут быть остановлены на
расстоянии большем, чем текущая дистанция между ними и T .

Сл ед с т в и е 2. Если для некоторого частичного плана π оценка потерь
l(π) > L(π∗) превосходит потери для некоторого полного плана π∗, то тогда
ни одно из продолжений π не может быть оптимальным.

Сл ед с т в и е 3. Если для некоторого частичного плана π верно, что
оценки потерь l(π′) всех его продолжений фиксированной длины len(π′) = k
превосходят оценку некоторого полного плана π∗ (т.е. ∀π′ : len(π′) = k →
→ l(π′) > L(π∗)), то ни одно продолжение π не может быть оптимальным.
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Данные следствия позволяют отвергать заведомо неоптимальные направле-
ния перебора при поиске оптимального или субоптимального решения. При
этом пользуясь тем, что заведомо известно существование плана, не пропус-
кающего ни одного атакующего, в качестве базового значения недопустимой
оценки l(π) можно использовать вектор l∗ = [0, n, 0, 0, 0], соответствующий
наихудшей оценке без пропусков.

Дополнительно, план перехвата π можно характеризовать набором ло-
кальных свойств его промежуточных состояний. Введем определения.

Опр е д е л е н и е 6. Под сложностью плана π будем понимать макси-
мальное время

θ(π) = max
k=1...n

θ(tk)

перехвата отдельной цели в рамках этого плана. Здесь величины θ(tk) пони-
маются в смысле (4) относительно атакующего, который перехватывался
в момент времени tk из вектора t(π).

Опр е д е л е н и е 7. Под надежностью плана π будем понимать мини-
мальное преимущество

A(π) = min
k=1...n

A(tk)

над целью из плана π. Здесь A(tk) понимается в смысле определения 4 от-
носительно атакующего, который перехватывался в момент времени tk из
вектора t(π).

Надежность и сложность плана – его глобальные свойства, которые могут
использоваться для исследования зависимости функции потерь L(π) от ха-
рактеристик π.

3. Построение плана перехвата методом поиска по дереву Монте-Карло

В этом разделе обсуждается алгоритм построения субоптимальных планов
по методу MCTS.

3.1. Дерево поиска по дереву Монте-Карло

Введем понятие дерева поиска.

Опр е д е л е н и е 8. Под деревом поиска Ξ будем понимать множество
частичных планов Π∗, снабженное отношением инцидетности: π → π′, ес-
ли π′ отличается от π добавлением ровно одной цели в конец плана. Для ча-
стичного плана π множество C(π) = {π′ ∈ Π∗ : π → π′} всех инцидентных
ему продолжений будем называть его потомками. Корнем дерева Ξ будем
называть пустой план π0 = [].

Алгоритм MCTS выполняет интеллектуальный поиск по дереву Ξ, который
направляется политикой (6) и q-оценками его узлов. Каждый план π помеча-
ется числом pπ продолжений, построенных для этого плана, и средней оцен-
кой qπ, достигнутой на них. Здесь под средней q-оценкой понимается средняя
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Рис. 1. Принципиальная схема алгоритма поиска по дереву Монте-Карло. Ал-
горитм состоит из чередования двух фаз: спуска по дереву к новому узлу и
обратного распространения оценки этого узла обратно к корню.

скалярная оценка планов, построенных из этого узла (вектор потерь L(π) пре-
образуется в скалярную оценку с помощью линейной функции, которая при-
сваивает максимально возможным потерям оценку −1,0, а минимальным –
+1,0). Базовый цикл алгоритма состоит из двух процедур.

А лг о ри тм 1. Спуск по дереву

1. π ← π0.

2. Пока pπ > 0: π ← arg max
π′:π→π′

qπ′ +
PQ(π′)

√
nπ

1+nπ′
.

3. Вернуть π.

Для найденного узла π строится случайное продолжение π∗ по локальному
правилу (6) и вычисляется вектор потерь L(π∗), на основе которого форму-
лируется q-оценка плана π, которая затем поднимается к корню.

А лг о ри тм 2. Обратное распространение оценки.

1. r ← Lq(L(π
∗)), где Lq(L(π

∗)) – q-оценка вектора потерь L(π∗).
2. Пока π = [π1 . . . πk] не π0: обновить pπ и qπ на основе r (число посеще-

ний увеличивается на единицу, а средняя q-оценка пересчитывается с учетом
добавления r), π ← π′ = [π1 . . . πk−1].

Таким образом, данный алгоритм обновляет статистику, накопленную по
узлам дерева, с учетом нового решения π∗, которое было построено из узла
дерева, выбранного согласно алгоритму 1 спуска по дереву. Общая схема ал-
горитма изображается на рис. 1, более подробно об этом можно прочитать
в [9].

3.2. Построение случайных продолжений

В предыдущем подразделе обсуждалось, что алгоритм MCTS полагается
на случайные продолжения частичных планов для получения оценок узлов
дерева. В этом подразделе подробно описывается методика построения таких
продолжений и способ вычисления q-оценок.
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Пусть требуется оценить узел дерева с частичным планом π, которому
соответствует промежуточное состояние S(π). Случайное продолжение стро-
ится как решение задачи планирования из состояния S(π) на основе локаль-
ных правил (5) и (6), причем правило (6) используется как стохастическая
политика назначения защитника на перехват атакующих.

А лг о ри тм 3. Построение случайного продолжения.

1. π∗ ← π.
2. Пока есть свободные цели (т.е. неперехваченные и непропущенные):

π∗ ← i, которая выбирается по распределению вероятности PQ(i|S) для теку-
щего промежуточного состояния S(π∗).

Как только по данному алгоритму построен полный план π∗, то для него
вычисляется вектор потерь L(π∗). Затем L(π∗) преобразуется в скалярную
q-оценку в диапазоне [−1, 1] с помощью линейной функции Lq(L(π

∗)), которая
действует по правилу

Lq([n, 0, 0, 0, 0, 0]) = −1,
Lq([0, 0, 0, 0, 0, n]) = 1,

т.е. присваивает максимальным потерям оценку −1, а минимальным – +1.
Данная оценка затем используется в алгоритме 2 обратного распространения
оценки.

3.3. Отсечение неоптимальных узлов и построение итогового плана

Дополнительно результаты работы алгоритма поиска MCTS могут быть
существенно улучшены на основе теоремы 2 и ее следствий. Для этого ал-
горитм на каждом шаге хранит память о наилучшем полном плане πmax,
который был построен при оценке одного из узлов дерева за все время рабо-
ты, а также его вектор потерь L(πmax). Узел дерева с частичным планом π
считается неоптимальным, если его частичное состояние неоптимально отно-
сительно L(πmax) согласно следствию 2 или если все его дочерние узлы были
признаны неоптимальными.

В процессе спуска по дереву в алгоритме 1 выбор производится исклю-
чительно из узлов, которые не являются неоптимальными. Если же был до-
стигнут узел, который необходимо признать неоптимальным, то алгоритм
возвращается к его родительскому узлу и повторяет процесс поиска с учетом
этой дополнительной информации. По исчерпании вычислительного лимита
алгоритм возвращает наилучший план πmax, который был построен за все
время его работы.

4. Экспериментальные результаты

Алгоритм поиска по дереву Монте-Карло совместно с эвристиками движе-
ния T и назначения целей D по опасности целей применялся для построения
планов защиты от атаки от 10 до 30 целей. При этом построение эффек-
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Рис. 2. План защиты от атаки 10 атакующих. Зеленой линией показана траек-
тория защищаемой цели, синей – защитника-перехватчика, красными – ата-
кующих. Стрелки указывают направление движения и взаимное расположе-
ние объектов на срезах равного времени.
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Рис. 3. План защиты от атаки 12 атакующих. Зеленой линией показана траек-
тория защищаемой цели, синей – защитника-перехватчика, красными – ата-
кующих. Стрелки указывают направление движения и взаимное расположе-
ние объектов на срезах равного времени.

тивных планов защиты в среднем требует от 1 до 10 c работы алгоритма в
зависимости от размера задачи. Примеры характерных планов защиты при-
ведены на рис. 2 и 3. Зависимость качества плана перехвата от времени ра-
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Рис. 4. Распределение точек перехвата по зонам близости в зависимости от
времени работы MCTS для задач c n = 10 атакующих.
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Рис. 5. Распределение точек перехвата по зонами близости в зависимости от
времени работы MCTS для задач c n = 20 атакующих.

боты алгоритма для разного количества атакующих приведена на рис. 4–6,
данные для построения которых набирались на выборке из 30 случайных
начальных позиций с заданным числом атакующих. Таким образом можно
видеть характерные времена построения субоптимальных планов для задач
соответствующего размера.

Дополнительно, проводились исследования качества локальных правил (3)
в сравнении с оптимальным планом, результаты которого приведены на

114



Зона
Зона 1
Зона 2
Зона 3
Зона 4
Зона 5
Зона 6

Распределение целей по зонам (total = 30)
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Рис. 6. Распределение точек перехвата по зонами близости в зависимости от
времени работы MCTS для задач c n = 30 атакующих.
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Рис. 7. Нарушение локальных правил опасности близости в оптимальном
плане в зависимости от количества свободных целей в промежуточном со-
стоянии.

риc. 7. Здесь под величиной нарушения правила полагается оценка, кото-
рая линейно изменяется от 0 до 1, где оценка 0 означает, что выбор цели в
оптимальном правиле полностью согласован с эвристикой, а 1 – полностью
несогласован (т.е. оптимальный выбор соответствует атакующему, который
наименее привлекателен с точки зрения эвристики).
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Рис. 8. Зависимость качества планов от их надежности и сложности.

Также для полноты картины приводим распределение планов по каче-
ству в зависимости от их глобальных свойств сложности и надежности,
построенное для множества всех допустимых планов для позиции с n = 8
атакующими.

5. Заключение

Данная работа была посвящена задаче защиты динамической цели от ата-
ки множества атакующих с помощью защитника-перехватчика. Основные ре-
зультаты работы можно кратко представить в следующих пунктах.

1) Задача защиты динамической цели – NP -сложная задача, для кото-
рой, однако, можно предложить эффективные алгоритмы построения субоп-
тимальных решений.

2) Алгоритм поиска по дереву Монте-Карло показывает хорошие резуль-
таты на входных примерах с числом целей вплоть до n = 30 за разумное
вычислительное время.

3) В качестве опорных локальных правил для MCTS логично использовать
эвристики на основе опасности и близости, определенные согласно распреде-
лению вероятности 6.

Алгоритм MCTS строит эвристику повышенного качества на основе исход-
ных эвристик за счет интеллектуального дополнительного перебора вариан-
тов. Распределения чисел посещений дочерних узлов в корне дерева можно
трактовать как улучшенную локальную политику, которая затем может ис-
пользоваться для первичного обучения нейросетевых моделей, что открывает
перспективы применения полученных в данной работе результатов для по-
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строения больших нейросетевых моделей данной задачи. С другой стороны,
возможность эффективно решать задачу защиты без привлечения нейросе-
тевого обучения ценна сама по себе, так как нейросетевые подходы не всегда
оказываются эффективнее простых эвристических решателей [15, 16] в ДЗК.
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