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РОБАСТНОЕ УПРАВЛЕНИЕ С ЗАДАННЫМ КАЧЕСТВОМ
ПРИ ЗАДАННЫХ ОГРАНИЧЕНИЯХ.

СИСТЕМЫ С ОТНОСИТЕЛЬНОЙ СТЕПЕНЬЮ ОДИН

Работа посвящена задаче управления с заданными инженерными пока-
зателями качества переходных процессов при заданных ограничениях на
амплитуду и скорость изменения управления динамическими системами
с равной одному относительной степенью при наличии параметрической
неопределенности и внешних возмущений. На основе идей использова-
ния в обратной связи дифференцируемой аппроксимации sat-функции и
динамической оценки обобщенного возмущения предложен новый нели-
нейный робастный закон управления, который при специальном выборе
параметров гарантирует решение рассматриваемой задачи. При этом про-
цедура выбора параметров сведена к решению линейных неравенств, для
которых аналитически доказано существование решений. Теоретические
результаты сопровождены иллюстративным примером.
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1. Введение

Задача управления с заданными инженерными показателями качества пе-
реходных процессов при ограничениях на сигнал управления для систем с
неизвестными параметрами и внешними возмущениями является нерешенной
в современной теории автоматического управления. Среди существующих по-
пыток решения следует отметить подходы, основанные на использовании в
законе управления i) барьерных функций [1–8], препятствующих попаданию
регулируемой переменной в запретную область, и ii) дифференцируемых ап-
проксимаций sat-функции [9–13], позволяющих обеспечить заданное разра-
ботчиком значение динамической ошибки слежения за заданием с помощью
ограниченного по амплитуде управления.

В упомянутых работах в рамках формальной постановки задачи учитыва-
ются ограничения только на амплитуду управления и не учитываются огра-
ничения на его первую производную (скорость изменения). Однако испол-
нительные механизмы реальных объектов управления обычно имеют огра-
ничения на скорость воспроизведения управления. Например, в летательных
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аппаратах максимальная мгновенная скорость отклонения управляющих ор-
ганов (элероны, рули высоты, рули направления и т.д.) всегда ограничена.
Если подобные ограничения не учитывать при проектировании закона управ-
ления, то только часть из алгоритмически сформированного управления в
действительности подействует на объект управления. Это может привести к
нарушению заданных показателей качества переходных процессов или даже
потере устойчивости замкнутой системы. Поэтому в этой работе при реше-
нии задачи управления с заданными инженерными показателями качества
предлагается на этапе синтеза учитывать ограничения и на амплитуду, и на
скорость изменения управления.

Цель данной статьи – обеспечение заданных инженерных показателей ка-
чества переходных процессов при заданных ограничениях на амплитуду и
скорость изменения управления для динамических систем с относительной
степенью один при наличии параметрической неопределенности и внешних
возмущений. Класс систем с относительной степенью один рассматривается
для простоты изложения, а полученные результаты в будущем могут быть
использованы при решении задач управления более сложными системами.

Для достижения этой цели предлагается новый закон управления, в кото-
ром пропорциональная обратная связь так же, как и в [9–13], строится с ис-
пользованием специальной дифференцируемой аппроксимации sat-функции,
но дополнительно подвергается фильтрации через нелинейный фильтр ти-
па [14]. Этот прием позволяет априорно ограничить заданными значениями
как амплитуду, так и скорость изменения управления, не требуя при этом
ограниченности амплитуды и производной выхода системы. Кроме того, в
отличие от [9–13] вместе с классической пропорциональной обратной связью
в управлении предлагается использовать динамическую оценку обобщенно-
го возмущения, выстраиваемую с помощью метода вспомогательного кон-
тура А.М. Цыкунова [15, c. 201], дополненного нелинейным фильтром [14]
для ограничения на заданном уровне скорости изменения оценки обобщенно-
го возмущения. В работе показано, что такая комбинированная нелинейная
робастная обратная связь позволяет априорно ограничить амплитуду и ско-
рость изменения управления заданными значениями и свести задачу управле-
ния с заданными показателями качества и ограничениями на амплитуду/ско-
рость управления к задаче расчета параметров управления путем решения
линейных неравенств.

Отличия предлагаемого закона управления от [1–13] состоят в следующем:
1) одновременно с обеспечением заданных инженерных показателей каче-

ства удается ограничить заданными значениями амплитуду и скорость
изменения управления,

2) процедура выбора параметров закона управления сведена к задаче ре-
шения линейных неравенств и может осуществляться численно,

3) совместность полученных линейных неравенств для выбора параметров
закона управления показана аналитически, а не численно,

53



4) в отличие от [1–8] в обратной связи не используются барьерные функ-
ции, что исключает разрывы в обратной связи, вызванные делением
на ноль и/или взятием натурального логарифма от нуля (см. рис. 4 и
комментарии к нему из раздела 6),

5) в отличие от [9–13] предложенный закон управления i) содержит не
только компоненту, пропорциональную ошибке слежения, но и фор-
мируемую по методу вспомогательного контура [15, c. 201] динами-
ческую оценку обобщенного возмущения, ii) дополнен нелинейными
фильтрами, предназначенными для ограничения скорости изменения
управления.

Структура работы следующая. В разделе 2 даются основные обозначения
и определения. В разделе 3 дается постановка задачи и приводятся сопрово-
дительные комментарии. В разделе 4 излагается основной результат работы и
выводится закон управления, гарантирующий заданные показатели качества
при ограничениях на амплитуду и скорость изменения управления. В разде-
ле 5 проводится аналитическое сравнение разработанного закона управления
с предложенным в [10]. В разделе 6 приведены результаты математического
моделирования. В разделе 7 формулируются выводы и обозначаются направ-
ления дальнейших исследований.

2. Предварительные сведения

В работе приняты следующие обозначения: t > t0 > 0 – переменная вре-
мени, f : [t0,∞) 7→ R

n – функция времени, f (t) – значение функции f в мо-

мент времени t, запись F :=
{

f (t) ∈ R
n : |f (t) | 6 fU, |ḟ (t) | 6 vU

}

обознача-

ет пространство функций времени, у которых в момент времени t амплитуда
и первая производная ограничены числами fU > 0, vU > 0, σ: R 7→ R – любая
дифференцируемая аппроксимация функции насыщения, удовлетворяющая
условиям1:

a) |σ′ (s)|=
∣
∣
∣
∂σ(s)
∂s

∣
∣
∣ 6 κ ∈ (1, 2) для всех s ∈ R,

б ) sσ (s) > 0 для всех s 6= 0, σ (0) = 0,

в) σ (s) = sign {s} для всех |s| > 1,

г) |s| < |σ (s)| < 1 для |s| < 1,

д) существует δ ∈ (0, 1) такая, что |s− σ (s)| 6 δ для всех |s| 6 1,

е) существует L > κ такая, что |σ (a)− σ (b)| 6 L |a− b| для всех a, b ∈ R.

Например, при κ ≃ 1,26, δ ≃ 0,088, L ≃ 1,3 условиям а)–е) удовлетворяет

σ (s) = sign {s}
(

1− (1−min {|s| , 1})1,26
)

.

1 Здесь и далее sat {s} = sign {s}min {|s| , 1} , sign {s} ∈











1, s > 0

[−1, 1] , s = 0

−1, s < 0.
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Рис. 1. Ошибка аппроксимации sat-функции.

На рис. 1 приведено сравнение sat-функции с данной функцией.

3. Постановка задачи

Рассмотрим динамическую систему

ẏ(t) = bu(t) + f (t, y, u) , y (t0) = y0,(3.1)

где y(t) ∈ R – измеряемый выход, u(t) ∈ R – управление, f (t, y, u) ∈ R – неиз-
меряемое обобщенное возмущение («сумма» параметрических и внешних воз-
мущений), b > 0 – известная оценка на коэффициент усиления системы, ко-
торая для простоты и без потери общности принимается положительной.

Для системы (3.1) требуется сформировать управление u(t) так, чтобы для
всех t > t0 были выполнены условия:

y(t) ∈ Y :=
{
y(t) ∈ R: g(t) 6 y(t) 6 g(t)

}
,(3.2)

u(t) ∈ U :=
{
u(t) ∈ R: |u(t)| 6 uU, |u̇(t)| 6 vU

}
,(3.3)

где uU > 0, vU > 0 – известные числа, а g(t), g(t) измеряемы для всех t > t0.

Таким образом, рассматривается задача обеспечения заданных показате-
лей качества переходных процессов по выходу с помощью управлений из
класса сигналов с ограниченной в каждый момент времени амплитудой и
скоростью. Данную задачу будем решать, требуя выполнение следующих до-
пущений.

Допу щ ени е 1. Центр множества Y для всех t > t0 удовлетворяет усло-
вию:

g(t) ∈ G :=
{
g(t) ∈ R: |ġ(t)| 6 g∆1 , |g̈(t)| 6 g∆2

}
,

где g(t) =
g(t)+g(t)

2 – измеряемый сигнал (центр множества Y), g∆1 > 0,
g∆2 > 0 – известные числа.
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Допу щ ени е 2. Существуют и известны числа γu ∈ (0, 1), γv ∈ (0, 1) та-
кие, что для всех g(t) ∈ G, u(t) ∈ U , y(t) ∈ Y , Y ⊂ Y и всех t > t0 верно

F (t) ∈ F :=
{

F (t) ∈ R: |F (t)| 6 γu,
∣
∣
∣Ḟ (t)

∣
∣
∣ 6 γvρ

}

,

где F (t) := f(t,y,u)−ġ(t)

buU
, ρ = vU

uU
.

Допу щ ени е 3. y (t0) ∈ Y, где y (t) – решение (3.1).

Обсуждая поставленную задачу, в первую очередь заметим, что знание
коэффициента b не является ограничительным требованием. Действительно,
с помощью декомпозиции

β (t, y, u)u(t) = bu(t) + ∆b (t, y, u)u(t)

при выполнении условий

|∆b (t, y, u)| < b,

1

b

∣
∣
∣
∣

d∆b (t, y, u)

dt
u(t) + ∆b (t, y, u) u̇(t)

∣
∣
∣
∣
< vU

(3.4)

для всех t > t0 и u (t) ∈ U , g (t) ∈ G во внешнее возмущение f (t, y, u) может
быть включена компонента ∆b (t, y, u)u(t), вызванная неопределенностью ис-
тинного коэффициента усиления β (t, y, u). Невыполнение неравенств (3.4)
может означать смену знака коэффициента усиления системы (потерю управ-
ляемости) и точно означает невыполнение допущения 2. В целом допуще-
ние 2 означает, что обобщенное возмущение («сумма» внешних и парамет-
рических возмущений), приведенное к ресурсу управления, в множестве Y
принадлежит такому же классу сигналов, что и имеющиеся в распоряжении
управление.

Допущения 1 и 2 связаны между собой, а поэтому числа g∆1 > 0 и g∆2 > 0
из первого допущения не могут быть произвольными и должны удовлетво-
рять ограничениям

g∆1
buU

< γu,
g∆2
bvU

< γv,(3.5)

т.е. ресурс управляющего воздействия по амплитуде (buU) и скорости (bvU)
должен превышать скорость и ускорение центра целевого множества. Нера-
венства (3.5) и допущение 3 для заданных y (t0), b, u

U, vU всегда могут быть
выполнены путем специального выбора множества Y.

3.1. Комментарии

На первый взгляд, поставленная задача управления системой первого по-
рядка (3.1) является несодержательной – на практике очень редко встречают-
ся системы, описываемые дифференциальными уравнениями первого поряд-
ка. Однако следует учитывать, что с помощью специальных преобразований
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и замен переменных содержательные задачи управления различными слож-
ными системами высокого порядка могут быть сведены до рассматриваемой
задачи управления системой первого порядка. Далее рассмотрим некоторые
примеры таких параметризаций.

Прим ер 1. Рассмотрим линейную систему

ẋ(t) = Ax(t) +B
(

u(t) + d(t)
)

, x (t0) = x0,

y(t) = Cx(t),
(3.6)

где x(t)∈R
n – состояние системы, y(t)∈R – измеряемый выход, u(t)∈R –

управление, d(t)∈R – неизмеряемое возмущение, A∈R
n×n – матрица состоя-

ний, B ∈R
n×1 – вектор коэффициентов усиления, C ∈R

1×n – вектор, фор-
мирующий выход, пары (A, B) и (A, C) соответственно полностью наблю-
даемы и управляемы. Матрицы A, B, C неизвестны, но известна относитель-
ная степень системы, которая может быть произвольной, но постоянной, т.е.
1 6 r 6 n, где число r определяется из соотношений CB = 0, CAB = 0, . . . ,
CAr−1B 6= 0.

Согласно анализу [16, c. 21]; [17] в принятых условиях существует неиз-
вестная, но невырожденная замена переменных

[
η (t)
ξ (t)

]

=

[
T0

T1

]

x (t) =










T0

C
CA
...

CAr−1










x (t) ,

приводящая (3.6) к следующему виду:

η̇(t) = A00η(t) +A01ξ(t),

ξ̇1(t) = ξ2(t),

ξ̇j(t) = ξj+1(t), j = 2, . . . , r − 1,

ξ̇r(t) = β
[

u(t) + d(t) + w (t, ξ)
]

,

y(t) = ξ1(t),

(3.7)

где
[
M0 M1

]
[
T0

T1

]

= I, T0B = 0 и

A00 = T0AM0, A01 = T0AM1,

A10 = CArM0, A11 = CArM1, β = CAr−1B,

w (t, ξ) = β−1
(

A10η(t) +A11ξ(t)
)

.

Если нули передаточной функции от u(t) + d(t) к y(t) лежат в левой по-
луплоскости, то матрица A00 гурвицева [16, 17] и, следовательно, на всех

57



траекториях ξ(t) сигнал β−1A10η(t) допустимо трактовать как ограниченное
внешнее возмущение.

Если дополнительно r = 1, то ξ(t) := y(t) и из (3.7) мгновенно получаем:

ẏ(t) = bu(t) + f (t, y, u) ,

где

f (t, y, u) := βd(t) +A10η(t) +A11y(t) + (β − b) u(t),

а сигнал βd(t) +A10η(t) отождествлен с компонентой f (t, ·, ·).

Поэтому при r = 1 задача расположения выхода системы (3.6) в заданном
множестве (3.2) при выполнении ограничений (3.3) эквивалентна поставлен-
ной одномерной задаче.

Если n > r > 1, то будем считать, что с помощью хорошо изученных в тео-
рии автоматического управления дифференциаторов (наблюдателей произ-
водных) [14, 18, 19] для всех t > t0 для измерения доступны оценки ξ̂(t) со-
стояний ξ(t). При этом предположим, что для ошибки оценивания ξ̃(t) =
= ξ̂(t)− ξ(t) и ее производной выполнены соотношения:

∣
∣
∣ξ̃i(t)

∣
∣
∣ 6 δ1,

∣
∣
∣
˙̃
ξi(t)

∣
∣
∣ 6 δ2, i = 1, . . . , r,

где δ1 > 0, δ2 > 0.

Эти требования не являются ограничительными, поскольку существую-
щие наблюдатели производных обеспечивают их выполнение [14].

Применим к ξ̂1(t) линейный оператор:

λr−1s(t) = (p+ λ)r−1
[

ξ̂1(t)
]

= (p+ λ)r−1
[

y(t)
]

+ (p+ λ)r−1
[

ξ̃1(t)
]

,

где p := d
dt
[.], а величина s(t) измеряема, поскольку может быть рассчитана

по оценкам r производных выхода системы.

Дифференцируя переменную s(t) по времени, можем получить:

ṡ(t) = λ1−r
[

ξ̇r(t) + ǫ (ξ1, . . . , ξr−1) + (p+ λ)r−1
[
˙̃
ξ1(t)

]]

=

= λ1−r
[

β [u(t) + d(t) + w (t, ξ)] + ǫ(t) + (p+ λ)r−1
[
˙̃ξ1(t)

]]

=

= bu(t) + f (t, s, u) ,

(3.8)

где

f (t, s, u) :=
(
λ1−rβ − b

)
u(t) +

+ λ1−r
(

βd(t) +A10η(t) +A11ξ(t) + ǫ(t) + (p+ λ)r−1p
[

ξ̃1(t)
])

и в слагаемом ǫ (ξ1, . . . , ξr−1) : = ǫ(t) сосредоточены все остальные производ-
ные.
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Поскольку

y(t) =
λr−1

(p+ λ)r−1 [s(t)]− ξ̃1(t),

то при достаточно большом значении параметра λ > 0 и достаточно малой
оценке сверху δ1 в силу монотонной зависимости y(t) от s(t) получаем, что
задача расположения выхода системы (3.6) в заданном множестве (3.2) при
выполнении ограничений (3.3) для ситуации n > r > 1 сводится к поставлен-
ной одномерной задаче.

По полной аналогии к задаче управления системой первого порядка может
быть сведена задача управления классом нелинейных минимально-фазовых
систем с произвольной относительной степенью [16, c. 167].

Прим ер 2. Рассмотрим каскадную систему

ẋ1(t) = b1x2(t) + f1 (t, x, u) ,

ẋj(t) = bjxj+1(t) + fj (t, x, u) , j = 2, . . . , n − 1,

ẋn(t) = bnu(t) + fn (t, x, u) ,

y(t) = x1(t),

(3.9)

где x(t)∈R
n – измеряемые состояния, fi (t, x, u) – неизвестные возмущения,

bi > 0 – известные оценки на коэффициенты усиления.

Требуется расположить выход системы (3.9) в заданном множестве (3.2)
при выполнении ограничений (3.3) и дополнительно обеспечить для всех t >
> t0 ограниченность всех координат состояний:

y(t)∈Y ⊂ X1, xi(t)∈Xi, i = 2, . . . , n,

где Xi :=
{
xi(t)∈R : |xi(t)| 6 xUi

}
.

Замена переменных

s1(t) = x1(t)− g(t),

si(t) = xi(t)− ui−1(t), i = 2, . . . , n,

позволяет переписать (3.9) в следующем виде:

ṡ1(t) = b1

(

u1(t) + s2(t)
)

+ f1 (t, x, un)− ġ(t),

ṡj(t) = bj

(

uj(t) + sj+1(t)
)

− u̇j−1(t) + fj (t, x, un) , j = 2, . . . , n− 1,

ṡn(t) = bnun(t)− u̇n−1(t) + fn (t, x, un) ,

(3.10)

где ui(t) – фиктивные управления, и для общности принято un(t) := u(t).

Таким образом, задача расположения выхода системы (3.9) в заданном
множестве (3.2) сводится к решению n одномерных и однотипных задач рас-
положения состояний si(t) в заданных множествах:

S1 := {s1(t)∈R: |s1(t)| 6 ε} ,

Si :=
{
si(t)∈R: |si(t)| 6 xUi − uUi−1

}
, i = 2, . . . , n,

59



для всех t > t0 при выполнении ограничений на амплитуду и скорость изме-
нения истинного управления (3.3) и амплитуду фиктивных управлений

Ui :=
{
ui(t)∈R : |ui(t)| 6 uUi

}
, i = 1, . . . , n− 1,

где uUi < xUi+1 – это известное число.

При этом, если ограничение на амплитуду фиктивных управлений допол-
нить ограничениями на скорость (где vUi > 0, i = 1, . . . , n− 1 – это известное
число)

Ui: =
{
ui(t)∈R: |ui(t)| 6 uUi , |u̇i(t)| 6 vUi

}
,

то для всех k = 2, . . . , n в каждом k-м уравнении системы (3.10) слагае-
мое u̇k−1(t) трактуется как ограниченное на заданном уровне vUk−1 внешнее
возмущение. Следовательно, решая задачи стабилизации итеративно и сни-
зу вверх (в направлении от sn(t) к s1(t)) с помощью управлений ui(t) ∈ Ui

для всех i = 1, . . . , n − 1, в каждом i-м уравнении можно рассматривать ве-
личину si+1(t) уже ограниченной Si+1, а значит, на каждом шаге процедуры
приходим в точности к поставленной в данной работе одномерной задаче рас-
положения выхода системы (3.1) в заданном множестве (3.2) при выполнении
ограничений на амплитуду и скорость управления.

Оба рассмотренных примера демонстрируют, что достаточно общие и со-
держательные задачи управления, часто встречающиеся на практике, сводят-
ся к решению рассматриваемой в работе одномерной задачи. В завершение
подраздела необходимо заметить, что задачи из примеров 1 и 2 в этой работе
не решаются, а только приводятся для иллюстрации возможности использо-
вания при их решении основного результата этой работы. Другими словами,
результаты этой работы являются установочными на пути к решению задач,
например, рассмотренных в примерах 1 и 2. Cтоит заметить, что фактически
решение задачи (3.2), (3.3) для системы (3.1) означает решение той же задачи
для класса нелинейных систем с неизвестными параметрами, относительной
степенью, равной единице, и устойчивой внутренней динамикой (такие систе-
мы, согласно [16, c. 167] и примеру 1, приводятся к виду (3.1), и для них при
определенных условиях будет выполнено допущение 2). Определение условий
на правую часть уравнений системы, при которых выполняется допущение 2,
также выносится за рамки настоящей работы.

4. Основной результат

В разделе 4.1 выводится структура закона управления, а задача выбора
его параметров и обеспечение цели (3.2) при ограничениях (3.3) сводится к
нахождению решения системы линейных неравенств. В разделе 4.2 обсуж-
дается инженерная интерпретация полученного закона управления, а также
приводится MatLab код, решающий неравенства, полученные в разделе 4.1.
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4.1. Робастное управление с заданным качеством
при заданных ограничениях

Задача расположения выхода y(t) в заданном множестве Y слабее задачи
слежения за его центром g(t) с динамической ошибкой, не превосходящей по
модулю минимальной ширины множества, т.е.

ЕСЛИ |y(t0)−g(t0)|6 ε⇒∀t> t0, |y(t)−g(t)|6 ε, ТО y(t)∈Y, ∀t> t0,(4.1)

где ε = min
{

inf
t
|g(t)− g(t)| , inf

t

∣
∣g(t)− g(t)

∣
∣

}

– минимальная ширина Y.

Другими словами, выполнение условия |y(t)− g(t)| 6 ε для всех t > t0 бу-
дет мгновенно означать выполнение заданных показателей качества (3.2),
но не наоборот. Поэтому предлагается рассматривать задачу управления с
заданными показателями качества как задачу слежения за центром множе-
ства Y с заданным значением динамической ошибки.

Для решения такой задачи при ограничениях (3.3) декомпозируем управ-
ление следующим образом:

u(t) = (1− γu)u
Uus(t) + γuu

Uuc(t),(4.2)

где us(t), uc(t) – соответственно стабилизирующая и компенсирующая ком-
поненты управления.

Тогда в силу соотношений

|u(t)| =
∣
∣(1− γu)u

Uus(t) + γuu
Uuc(t)

∣
∣ 6 uU,

|u̇(t)| =
∣
∣(1− γu)u

Uu̇s(t) + γuu
Uu̇c(t)

∣
∣ 6 vU

ограничения (3.3) слабее ограничений

(1− γu) |us(t)|+ γu |uc(t)| 6 1,(4.3a)

(1− γu) |u̇s(t)|+ γu |u̇c(t)| 6 ρ.(4.3б)

Благодаря выполненной декомпозиции (4.2), задача обеспечения ограни-
чений на управление (3.3) свелась к выполнению неравенств (4.3a) и (4.3б)
для всех t > t0.

Для решения задачи слежения (4.1) при ограничениях (4.3a) и (4.3б) ком-
поненты управления зададим следующим образом:

u̇s(t) = −
(1− µκγv) ρ

1− γu
σ

(

1

λ1

(

us(t) + σ
( K

1− γu
z
))
)

, |us (t0)| 6 1,

u̇c(t) = −
µκγvρ

γu
σ

(

1

λ2

(

uc(t) + σ
( 1

γu
Φ
))
)

, |uc (t0)| 6 1,

(4.4)

где 1 < µ < 1
κγv

, λ1 > 0, λ2 > 0, K > 0 и z(t) = y(t)−g(t)
buU , а величина Φ(t) будет

определена в ходе дальнейших построений.

Если Φ(t) := F (t), то −γuuc(t) – это компонента возмущения с ограничен-
ными на требуемом уровне амплитудой и скоростью изменения. Посколь-
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ку обобщенное возмущение F (t) неизмеряемо, то предлагается сформиро-
вать Φ(t) с помощью вспомогательного контура А.М. Цыкунова [15, c. 201]:

Φ(t) := χ(t)− uf (t),(4.5)

где l > 0 и

χ(t) = l
(

z(t)− zf (t)
)

,

żf (t) = χ(t), zf (t0) = z (t0) ,

u̇f (t) = l

(
1

uU
u(t)− uf (t)

)

, uf (t0) = u0f ,

а тогда −γuuc(t) – это оценка возмущения с ограниченной на требуемом
уровне амплитудой и скоростью изменения.

Заметим, что в силу (4.4) скорости изменения компонент us(t), uc(t) для
всех t > t0 по модулю ограничены заданными положительными числами
(1−µκγv)ρ

1−γu
и µκγvρ

γu
, а значит, неравенство (4.3б) является тождеством:

(1− µκγv) ρ+ γu
1

γu
κµγvρ 6 ρ.(4.6a)

С другой стороны, если для всех t > t0 выполнены условия |us(t)| 6 1,
|uc(t)| 6 1, то неравенство (4.3a) тоже является тождеством:

1− γu + γu 6 1.(4.6б)

Таким образом, выполнение ограничений (3.3) на амплитуду и скорость
изменения управления сводится к выполнению условий |us(t)| 6 1, |uc(t)| 6 1
для всех t > t0. В следующей теореме получены условия, при которых спра-
ведливы такие оценки, а ограничения (3.3) выполнены.

Те ор ем а 1. Пусть

γu ∈ (0, 1) , γv ∈ (0, 1) , κ∈ (1, 2) , ρ > 0, 1 < µ <
1

κγv
,

λ1 > 0, λ2 > 0, K > 0, l > 0,

тогда закон управления (4.4), (4.5) с начальными условиями

|us (t0)| 6 1, |uc (t0)| 6 1(4.7)

для всех t > t0 обеспечивает u(t)∈U .

Доказательство теоремы 1 приведено в Приложении.

Поскольку переменные us(t), uc(t) являются внутренними состояниями об-
ратной связи, то всегда возможно установить us(t0), uc(t0) так, что ограни-
чение u(t)∈U выполнено для всех t > t0. Несмотря на использование в за-
коне управления параметров γu, γv, существование оценок на возмущение из
допущения 2 для доказательства теоремы 1 не требуется, а поэтому ограни-
ченность амплитуды и скорости изменения управления обеспечивается неза-
висимо от выполнения допущения 2 и, более того, приводит к выполнению
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всех его предпосылок. Этот результат позволяет получить условия, при вы-
полнении которых сделанный выбор управления доставляет решение задачи
управления с заданным качеством (3.2) при заданных ограничениях на ам-
плитуду и скорость изменения управления (3.3).

Те ор ем а 2. Пусть выполнены допущения 1–3, при заданных пара-
метрах

γu ∈ (0, 1) , γv ∈ (0, 1) , buU > 0, δ ∈ (0, 1) ,

κ∈ (1, 2) , L > κ, ρ > 0, ε > 0
(4.8a)

и некотором коэффициенте

1 < µ∗ <
1

κγv
(4.8б)

относительно Ψ∈R
5 разрешимы линейные неравенства:

e⊤i ΓΨ < e⊤i Θ, i = 1, . . . , 4,

e⊤j Ψ > 0, j = 1, . . . , 5,
(4.9)

где ei ∈R
4, ej ∈R

5 – координатные векторы соответствующих про-
странств,

Γ =








0 0 0 1− µ∗ 1
0 1− γu γu Lγvρ Lγvρ

−
(1− µ∗κγv) ρ

κ
1− γu γu Lγvρ Lγvρ

(1− γu) bu
U 0 0 0 0







, Θ =







0
1− (1 + δ) γu
−1 + (1− δ) γu

ε






.

Тогда закон управления (4.4), (4.5) с коэффициентами

K = Ψ̂−1
1 , λ1 = Ψ̂2, λ2 = Ψ̂3, l = Ψ̂−1

4 , τ = Ψ̂5, µ = µ∗,(4.10)

начальными условиями (4.7) и

|z (t0)| 6
1− γu
K

,

∣
∣
∣
∣
us (t0) + σ

(
K

1− γu
z (t0)

)∣
∣
∣
∣
6 λ1,(4.11a)

|−uf (t0)− F (t0)| 6 τγvρ,

∣
∣
∣
∣
uc (t0)− σ

(
1

γu
uf (t0)

)∣
∣
∣
∣
6 λ2(4.11б)

для всех t > t0 обеспечивает u(t)∈U и y(t)∈Y.

Доказательство теоремы 2 приведено в Приложении.

В теореме 2 показано, что расчет параметров закона управления по фор-
мулам (4.10) при выполнении условий (4.8a), (4.8б) и (4.9) гарантирует вы-
полнение поставленной цели (3.2) при заданных ограничениях (3.3) на ампли-
туду и скорость изменения управления. Однако в теореме 2 ничего не сказано
про разрешимость линейных неравенств (4.9) для всех значений параметров
(4.8a) и коэффициента (4.8б). В следующей лемме определим условия, при
выполнении которых неравенства (4.9) совместны.
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Лемма 1. Пусть

γu ∈

(

0,
1

1 + (1 + α) δ

)

, α∈ (0, 1) , γv ∈ (0 1) ,

buU > 0, δ ∈ (0, 1) , κ∈ (1, 2) , L > κ, ρ > 0

и

1 < µ∗ <
1

κγv
.

Тогда при любом ε > ε > 0 относительно Ψ∈R
5 разрешимы неравенства

(4.10).

Доказательство леммы 1 и формула для ε приведены в Приложении.

Таким образом, в соответствии с леммой 1 существуют числа ε, для кото-
рых неравенства (4.9) совместны. Однако согласно лемме 1 для существова-

ния решений у неравенств (4.9) требуется γu ∈
(

0, 1
1+(1+α)δ

)

, α∈ (0, 1). Этот

уменьшенный диапазон допустимых значений коэффициента γu не совпадает
с диапазоном, заданным в допущении 2. Но это обстоятельство не является
серьезным препятствием для достижения цели (3.2) при ограничениях (3.3),
поскольку параметр δ является параметром функции σ (.) из условия д). Для
следующей дифференцируемой функции, отвечающей условиям а)–е),

σ (s) = sign {s}
(

1− (1−min {|s| , 1})1,0178
)

(4.12)

верно δ = 6,5 · 10−3, следовательно, 1
1+(1+α)δ 6 0,9872, и интервал из допуще-

ния 2 с достаточной точностью совпадает с интервалом, в котором неравен-
ства (4.9) совместны.

Условия из леммы 1 являются только достаточными, и их невыполнение не
значит отсутствие решений у неравенств (4.9), т.е. из невыполнения условий
леммы 1 не следует неспособность предлагаемого закона управления обеспе-
чить выполнение цели (3.2) при заданных ограничениях (3.3) и требуемой
ε < ε. Однако результат леммы 2 важен с теоретической точки зрения, по-
скольку позволяет сделать вывод о принципиальной возможности разреше-
ния (4.9) для множества заданной ширины.

Непосредственно решение неравенств (4.9) может осуществляться различ-
ными алгоритмами с использованием различных пакетов прикладных про-
грамм. Например, можно использовать алгоритмы, предназначенные для ре-
шения задач линейного (функция linprog в среде MatLab) или полуопреде-
ленного программирования (cvx, SEDUMI, YALMIP в среде MatLab).

Согласно теореме 2 любые решения неравенств позволяют получить за-
кон управления, обеспечивающий заданные инженерные показатели качества
управления по выходу (3.2) при заданных ограничениях на управление (3.3).
Поэтому вопрос поиска наиболее подходящего решателя или оптимального
решения рассматриваемых неравенств выходит за рамки сделанной в этой
работе теоретической постановки задачи и требует ее уточнения или расшире-
ния каким-либо критерием оптимальности. С практической точки зрения ре-
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шения, получаемые при использовании разных численных алгоритмов, иден-
тичны с точки зрения показателей качества (3.2) и ограничений (3.3), но мо-
гут отличаться, например, по критерию колебательности выхода внутри це-
левого множества или ограниченности ускорения управления. По мнению ав-
тора, наиболее удачные по упомянутым критериям решения неравенств (4.9)
удается получить путем использования метода внутренней точки (функция
feasp в MatLab).

Приведенный ниже программный код, написанный на языке MatLab с по-
мощью функции feasp, реализует решение неравенств (4.9) для заданных па-
раметров (4.8a) и выбранного коэффициента (4.8б). Результатом выполнения
кода являются параметры управления.

1 % SYSTEM PARAMETERS

2 rho=1.5; g_u=0.98; g_v=0.45; bU=0.8*(1.4522e+04)*1/3;

3 kappa=1.04; delta=6.5*10^-3; L=1.1; mu=1.01; eps=5;

4 % INEQUALITIES INITIALIZATION AND SOLUTION

5 Gamma=[0 0 0 1-mu 1; 0 1-g_u g_u L*g_v*rho L*g_v*rho;

6 -(1-mu*kappa*g_v)*rho/kappa 1-g_u g_u L*g_v*rho L*g_v*rho;

7 (1-g_u)*bU 0 0 0 0];

8 Theta=[0; 1-(1+delta)*g_u;-1+(1-delta)*g_u; eps];

9 e1=[1 0 0 0]; e2=[0 1 0 0]; e3=[0 0 1 0]; e4=[0 0 0 1];

10 setlmis([]); Psi=lmivar(2,[5 1]);

11 lmiterm([-1 1 1 Psi],.5*[1,0,0,0,0],1,’s’);

12 lmiterm([-2 1 1 Psi],.5*[0,1,0,0,0],1,’s’);

13 lmiterm([-3 1 1 Psi],.5*[0,0,1,0,0],1,’s’);

14 lmiterm([-4 1 1 Psi],.5*[0,0,0,1,0],1,’s’);

15 lmiterm([-5 1 1 Psi],.5*[0,0,0,0,1],1,’s’);

16 lmiterm([6 1 1 Psi],.5*e1*Gamma,1,’s’);

17 lmiterm([7 1 1 Psi],.5*e2*Gamma,1,’s’);

18 lmiterm([8 1 1 Psi],.5*e3*Gamma,1,’s’);

19 lmiterm([9 1 1 Psi],.5*e4*Gamma,1,’s’);

20 lmiterm([-6 1 1 0],e1*Theta); lmiterm([-7 1 1 0],e2*Theta);

21 lmiterm([-8 1 1 0],e3*Theta); lmiterm([-9 1 1 0],e4*Theta);

22 LM1=getlmis;[tmin,xfeas] = feasp(LM1, [0 1000 1e22 0 0]);

23 % if tmin < 0, then the inequalities (4.9) is feasible
24 PS1 = [1 0 0 0 0]*dec2mat(LM1,xfeas,Psi);

25 PS2 = [0 1 0 0 0]*dec2mat(LM1,xfeas,Psi);

26 PS3 = [0 0 1 0 0]*dec2mat(LM1,xfeas,Psi);

27 PS4 = [0 0 0 1 0]*dec2mat(LM1,xfeas,Psi);

28 PS5 = [0 0 0 0 1]*dec2mat(LM1,xfeas,Psi);

29 K=PS1^-1; lambda1=PS2; lambda2=PS3; l=PS4^-1; mu=mu; tau=PS5;

Зам е ч а ни е 1. С помощью охвата начального условия y (t0) некоторой
малой окрестностью центра множества Y можно выполнить неравенство
|z (t0)| 6

1−γu
K

. Условия (4.11б) не являются ограничительными для практи-
ческих задач, поскольку обычно в начальный момент времени t0 выполняется
y (t0) = 0, u (t0) = 0, ġ (t0) = 0, а возмущение f (t, y, u) удовлетворяет условию
f (t0, 0, 0) = 0. Поэтому для выполнения условий (4.11б) обычно достаточно
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установить uf (t0) = uc (t0) = 0. Если это не так, то предлагается использо-
вать следующий простой прием. Поскольку Φ(t) – это оценка F (t), то на
t < t0 можно сформировать оценку Φ(t) и в момент времени запуска системы
управления t0 установить uf (t0) = −Φ (t0). Если при t < t0 в (4.5) использо-
вать достаточно большой параметр l > 0, то равенство uf (t0) = −Φ (t0) будет
выполнено с любой наперед заданной точностью [15]. Другими словами, если
априорно ничего неизвестно о выполнении условий (4.11б), то имеет смысл
сначала запустить наблюдатель возмущения (4.5), а только после этого ини-
циализировать систему управления (4.4) с учетом уже сформированной к
моменту времени t0 оценки возмущения.

Зам е ч а ни е 2. В соответствии с доказательством теоремы 2 при невы-
полнении ограничений на начальные условия (4.11a), (4.11б), но выполнении
неравенств (4.7), (4.9) верно u (t)∈U для всех t > t0 и для всех y (t0)∈Y су-
ществует момент времени T > t0 такой, что y (t)∈Y для всех t > T .

Зам е ч а ни е 3. Для уменьшения значений коэффициентов закона управ-
ления (4.4) неравенства (4.9) можно дополнять ограничениями вида Ψi >

> Ψi > 0, где Ψi > 0 – заданные числа.

4.1.1. Идентификация начальных условий обобщенного возмущения

В соответствии с результатами теоремы 2 достижение цели (3.2) суще-
ственно зависит от выполнения неравенств (4.11a) и (4.11б). Согласно рас-
суждениям, представленным в замечании 1, неравенства (4.11a) всегда мож-
но выполнить путем выбора g (t0), g (t0), us (t0) при известном y (t0). В этом
подразделе разовьем предложенную в том же замечании идею выполнения
неравенств (4.11б) путем идентификации начального условия F (t0) обобщен-
ного возмущения. С этой целью будем считать, что t0 > 0 – это момент ини-
циализации закона управления (4.4), (4.5) для системы (3.1), а t = 0 – это
момент начала наблюдения за состояниями системы (3.1). Тогда для выпол-
нения неравенств (4.11б) предлагается следующая инициализация начальных
условий закона управления:

uf (t0) = −F̂ (t0) ,

uc (t0) = σ

(
1

γu
uf (t0)

)

,
(4.13)

где F̂ (t) – формируемая на отрезке [0, t0] оценка начальных условий F (t0).

Значит, выполнение неравенств (4.11б) сводится к построению на отрез-
ке [0, t0] оценки возмущения такой, что выполнено неравенство

∣
∣
∣F̂ (t0)− F (t0)

∣
∣
∣ 6 τγvρ, τ > 0.(4.14)

Для достижения этой цели введем в рассмотрение наблюдатель возмуще-
ний, структурно повторяющий (4.5), но начинающий функционирование при
t = 0:

F̂ (t) = χ̂(t)− û(t)−
ġ(t)

buU
,(4.15)
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где

χ̂(t) = k
(

z(t)− ẑ(t)
)

,

˙̂z(t) = χ̂(t), ẑ (0) = z (0) ,

˙̂u(t) = k

(
1

uU
u(t)− û(t)−

ġ(t)

buU

)

, û (0) = 0

и k > 0, g (t) = 0 и ġ (t) = 0 для всех t0 > t > 0.

Тогда ошибка F̃ (t) = F̂ (t)− F (t) для всех t0 > t > 0 подчиняется следую-
щему выражению:

˙̃F (t) = k
(

ż(t)− ˙̂z(t)
)

− ˙̂u(t)−
g̈(t)

buU
− Ḟ (t) = −kF̃ (t)−

ḟ (t, x, u)

buU
,(4.16)

где F̃ (0) = −F (0).

На основании уравнения (4.16) нетрудно доказать следующее

У тв е ржд е ни е 1. Пусть
∣
∣
∣
ḟ(t, x, u)

buU

∣
∣
∣ 6 γvρ для всех 0 6 t 6 t0 и началь-

ные условия компенсационной компоненты управления (4.4), (4.5) заданы вы-
ражениями (4.13), (4.15). Тогда для любых F (0) и t0 > 0 существует k∗ > 0
такое, что выбор

k > k∗(4.17)

гарантирует выполнение неравенства (4.11б).

Доказательство утверждения 1 приведено в Приложении.

Таким образом, используя предложенный алгоритм инициализации на-
чальных условий компенсационной части управления, всегда возможно удо-
влетворить неравенства (4.11б). Это позволяет сделать вывод о том, что
все требования на начальные условия (4.7), (4.11a), (4.11б) из теоремы 2
не являются ограничительными и могут быть выполнены путем: а) выбора
g (t0), g (t0), us (t0) при известном y (t0), б ) инициализации начальных усло-
вий компенсационной компоненты управления (4.4), (4.5) с использованием
алгоритма (4.13), (4.15), (4.17). Также необходимо отметить, что неравенство
∣
∣
∣
f(t, x, u)

buU

∣
∣
∣ 6 γvρ может быть выполнено и для неустойчивых систем, а зна-

чит, в утверждении 1 не требуется, чтобы система была устойчивой и/или
находилась в состоянии равновесия на [0, t0].

4.2. Инженерная интерпретация

Закон управления (4.4), (4.5) состоит из пропорциональной обратной свя-
зи, амплитуда и скорость которой для всех моментов времени ограничена чис-
лами (1− γu)u

U и (1− µκγv) v
U соответственно, а также взятой с обратным

знаком оценки обобщенного возмущения, амплитуда и скорость которой для
всех моментов времени ограничена соответственно числами γuu

U и µκγvv
U.
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Расчет параметров такого закона управления в соответствии с теоремой 2
требует решения линейных неравенств (4.9) и знания значений следующих
параметров:

– максимального обобщенного ресурса управления buU, где b – известная
оценка неизвестного коэффициента усиления системы (см. раздел 3.1.2),

– ограничений uU и vU на амплитуду и скорость изменения управления,

– коэффициентов γu и γv, которые показывают, во сколько раз амплитуда
и скорость изменения возмущения, приведенного к максимальному ресурсу
управления, меньше единицы,

– минимальной ширины целевого множества ε.

В практических задачах наличие информации о значениях этих парамет-
ров не является ограничением, поскольку часть параметров закладывается
на этапе проектирования исполнительного механизма системы (uU, vU, b) или
на этапе формирования технического задания на разработку системы управ-
ления (ε). Другая же часть, а именно числа γu ∈ (0, 1), γv ∈ (0, 1), с теорети-
ческой точки зрения могут быть выбраны произвольно близкими к правым
границам интервалов их допустимых значений. Однако с практической точки
зрения и в силу консервативности, заложенной при выводе неравенств (4.9), в
такой асимптотике нет необходимости, а выбор значений γu, γv должен быть
ориентирован на удовлетворение неравенств (3.5).

Для решения неравенств (4.9) также необходимо знать параметры κ, L, δ
из свойств а)–е) используемой аппроксимации функции насыщения. Это тре-
бование не является ограничительным, поскольку для каждой конкретной
аппроксимации эти параметры всегда могут быть вычислены численно или
найдены аналитически. Более того, в этой работе для двух функций (см. раз-
дел 2 и формулу (4.12)) уже приведены значения этих параметров.

При совместности неравенств (4.9), согласно теореме 2, закон управле-
ния (4.4), (4.5) с параметрами (4.10) и начальными условиями (4.7), (4.11a),
(4.11б) гарантированно обладает следующим свойством:

Если выполнены допущения 1–3, то для любых обобщенных возмуще-
ний F (t) с амплитудой, не превосходящей 100γu% от uU, и скоростью из-
менения, не превосходящей 100γv% от vU, гарантируется y(t)∈Y, u(t)∈U
для всех t > t0.

5. Аналитическое сравнение

По структуре и свойствам закон управления (4.2) наиболее близок к за-
кону управления из [10]. В соответствии с результатами [10] для обеспечения
заданного значения динамической ошибки слежения за центром множества Y
вводится следующее управление:

u(t) = −uUmσ (kz(t)) ,(5.1)

где m > 0, k > 0 и

σ (s) : =
2

1 + exp (−s)
− 1
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является сигмоидальной функцией (в отличие от используемой в работе ап-
проксимации sat-функции для сигмоиды не выполнено условие в) из разде-
ла 2).

Согласно лемме и замечанию 1 из [10] при существовании γu ∈ (0, 1) такой,
что для всех t > t0 верно |F (t)| 6 γu, и выполнении неравенств

γu
σ (2, 2)

< m 6 1,(5.2a)

2, 2

∆
6 k <

ρ

m2
, ∆ > 0,(5.2б)

buU∆ 6 ε(5.2в)

закон управления (5.1) гарантирует y(t)∈Y и u(t)∈U для всех t > t0.

Во-первых, следует отметить, что неравенства (5.2a) и (5.2б) будут сов-
местны только при выполнении условий

vU >
2, 2

∆
m2uU,

ε > 2,2buU
γ2u

σ2 (2, 2)ρ
= ε,

(5.3)

что является ограничительными требованиями: i) не при всех vU > 0 и uU > 0
возможно ограничить скорость изменения управления, ii) сравнение мино-
рант (5.3) и (Π.14) позволяет сделать вывод о том, что предлагаемый закон
управления при тех же uU > 0, vU > 0 и γu → 1 позволяет обеспечить y(t)∈Y
для всех t > t0 для множеств существенно меньшей ширины ε.

Во-вторых, для получения (5.2б) в [10] использовалась следующая оценка
сверху:

|u̇(t)| =

∣
∣
∣
∣
−
uUmk

2

[
1− σ2 (kz(t))

]
ż(t)

∣
∣
∣
∣
6

6

∣
∣
∣
∣
−
uUmk

2

[
1− σ2 (kz(t))

]
∣
∣
∣
∣

∣
∣−mσ2 (kz(t)) + F

∣
∣ <

<
∣
∣−uUm2k

[
1− σ2 (kz(t))

]∣
∣ < uUm2k.

(5.4)

Получение такой оценки возможно только при отсутствии шумов в изме-
рении выхода y(t), т.е. при выполнении неравенств (5.2a), (5.2б), (5.2в), но
при наличии помехи в измерениях закон управления (5.1) не гарантирует
ограниченности скорости управления заданным значением. Как следует из
выражения (4.4), предложенный в этой работе закон управления, благодаря
использованию нелинейных фильтров, подобных [14], гарантирует ограничен-
ность скорости управления независимо от наличия помехи измерений, что
является существенным преимуществом при решении практических задач.

Таким образом, основные отличия закона управления (4.4), (4.5) по срав-
нению с законом управления (5.1) заключаются в следующем:
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1) вместе с заданным значением динамической ошибки слежения удается
гарантировать заданные ограничения на амплитуду и скорость изменения
управления,

2) предложенный закон управления содержит не только компоненту, про-
порциональную ошибке слежения, но и формируемую по методу вспомога-
тельного контура [15, c. 201] динамическую оценку внешнего обобщенного
возмущения,

3) процедура выбора параметров закона управления сведена к задаче ре-
шения линейных неравенств и может решаться численно с помощью пакетов
прикладных программ (неравенства из [10] предполагают ручной счет).

6. Моделирование

Моделирование будет выполняться в MatLab Simulink с помощью инте-
грирования прямым методом Эйлера с шагом дискретизации 10−4 секунд.

Для иллюстрации теоретических результатов рассмотрим линеаризован-
ную модель вертикального движения летательного аппарата на высоте
1200 метров c воздушной скоростью в 2 Маха [20, c. 565]:

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t) +Dd(t), x (t0) = x0,

y(t) = Cx(t),
(6.1)

где

A =





−1,364 −92,82 −128,46
1 −4,68 −0,087
0 0 −190



, B =





0
0
190



, D =





0
1
0



,

C =
[
1,36 −184,26 76,43

]
, x (t0)=

[
0 0 0

]
, d(t) = 0

u (t) – это управление рулем высоты, рад., y (t) – это вертикальное ускоре-
ние, м/с2, x1 (t) – это скорость тангажа, рад/с, x2 (t) – это угол атаки, рад.,
x3 (t) – это угол руля высоты, рад., d (t) – внешнее возмущение. Максималь-
ный угол руля высоты составляет 1

3 радиана, а скорость его изменения не
превосходит 1

2 радиана в секунду, т.е. ограничения на управление заданы
числами uU = 1

3 , vU = 1
2 . Матрицы A, B, C и D считаются неизвестными, но

известной принимается оценка b = 1,16 · 104 коэффициента усиления CB =
= 1,45 · 104. Относительная степень системы (6.1) равна единице, а поэтому
согласно примеру 1 она приводится к виду (3.1).

Инженерные показатели качества управления системой (6.1) описываются
множеством Y со следующими границами:

g(t) = 75sin (0,1πt) + 5, g(t) = 75sin (0,1πt) − 5,(6.2)

а тогда ε = 5 – это минимальная ширина целевого множества Y.

Предположим, что на траекториях замкнутой системы амплитуда обоб-
щенного возмущения F (t) не превосходит 98% от uU, а скорость его измене-
ния не превосходит 45% от vU, т.е.

γu = 0,98, γv = 0,45.(6.3)
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Эта гипотеза соответствует допущению 2 и для системы (6.1) с неизвест-
ными параметрами при действии внешних возмущений априорно не может
быть проверена. Проверка выполнения этой гипотезы может быть осуществ-
лена только апостериорно – путем применения закона управления (4.4), (4.5)
и регистрации поведения выхода системы. С теоретической точки зрения,
можно выбирать γu → 1 и γv → 1, тогда класс допустимых обобщенных воз-
мущений максимально расширяется. С практической точки зрения, в такой
асимптотике отсутствует необходимость, поскольку во многих практических
задачах обобщенное возмущение редко составляет более 50–60% от доступ-
ной амплитуды и скорости изменения управления. Кроме того, при γu → 1 и
γv → 1 решение неравенств (4.9) может давать сравнительно большие значе-
ния параметров управления.

Фактически выбор значений чисел γu и γv задает класс систем с неиз-
вестными параметрами и внешними возмущениями, для которых предложен-
ный закон управления обеспечивает достижение цели (3.2) при ограничени-
ях (3.3). Принадлежность к такому классу конкретной системы с неизвестны-
ми параметрами и внешними возмущениями, к сожалению, может быть про-
верена только апостериорно после испытаний закона управления. Например,
для системы (6.1) числа (6.3) были выбраны в процессе итераций, состоящих
из i) решения неравенств (4.9) для различных значений γu и γv, ii) приме-
нении закона управления (4.4), (4.5) с рассчитанными параметрами. Такие
итерации завершились тогда, когда после очередной итерации расчета были
получены такие значения параметров (4.10), что применение закона управле-
ния обеспечило выполнение поставленной цели. Заметим, что обсуждаемая
апостериорная проверка работоспособности характерна для многих робаст-
ных законов управления. Разница состоит лишь только в том, что обычно
выдвигаются гипотезы на интервалы существования параметров системы и
амплитуду внешнего возмущения, а в данной работе выставляется гипотеза
на максимальные значения амплитуды и скорости изменения обобщенного
возмущения, являющегося неизвестной функцией от выхода системы, ее па-
раметров и возмущений (см. пример 1).

Таким образом, заданные множества Y и U вместе с выбранными парамет-
рами (6.3) соответствуют следующему заданию на разработку системы авто-
матического управления: необходимо обеспечить отслеживание задающего
воздействия по вертикальному ускорению с динамической ошибкой, не пре-
восходящей 5 м/с2, при действии обобщенных возмущений, согласованных с
сигналом управления и не превосходящих 98% от максимальной амплитуды
и 45% от максимальной скорости управления.

Для решения такой задачи с помощью закона управления (4.4), (4.5) в
соответствии с теоремой 2 необходимо получить решение неравенств (4.9).
Для этого зададимся функцией (4.12) и установим µ∗ = 1,01.

В результате решения (4.9) получены следующие значения:

K =17,7436, λ1 =0,1434, λ2 =0,0029, l=194,912, τ =3,5 · 10−5.(6.4)
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Рис. 2. Переходные процессы по u(t), u̇(t) и y(t).
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Рис. 3. Переходные процессы по η1 (t), η2 (t), η3(t).

Решение неравенств выполнено с помощью кода MatLab, приведенного в
разделе 4.2. Для выполнения цели (3.2) при ограничениях (3.3) в соответ-
ствии с теоремами 1 и 2 начальные условия закона управления установлены
следующим образом:

zf (t0) = z (t0) = 0, us (t0) = 0, uf (t0) = −F (t0) = 0, uc (t0) = 0,(6.5)

что обеспечило выполнение условий (4.7) и (4.11a), (4.11б).

На рис. 2 и 3 приведены переходные процессы по управлению u(t) и его
скорости u̇(t), регулируемому выходу y(t), а также внутренним переменным
закона управления η1(t), η2(t), η3(t) (см. доказательство теоремы 2).

Временные диаграммы, представленные на рис. 2 и 3, иллюстрируют тео-
ретические результаты, полученные в теореме 2. Выполнение неравенств (4.9)
и других предпосылок теоремы 2 ведет к достижению поставленной цели (3.2)
при ограничениях (3.3). При этом внутренние переменные закона управления
также не покидают заданного неравенствами (4.9) диапазона (см. доказатель-
ство теоремы 2).

Выполним проверку работоспособности предлагаемого закона управления
при наличии шумов в измерениях и действии на систему разрывных внешних
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Рис. 4. Переходные процессы по u(t), u̇(t) и y(t) для (6.6) при K = 2,5.

возмущений. Для этого будем считать, что выход системы (6.1) и внешнее
возмущение заданы следующим образом:

y(t) = Cx(t) + w0(t) + w1(t),

d(t) = 0,1 + sign{sin (0,4πt)},

w1(t) =

{
−Cx(t)− w0(t) + g(t), если t∈ [7, 7,1) ,
0 иначе,

где сигнал w0(t) смоделирован в MatLab Simulink с помощью блока “Rundom
Number” с нулевым средним, дисперсией 10−1 и временем выборки 10−4. Все
остальные параметры системы и управления остаются прежними.

Для сравнения реализуем закон управления (5.1) с параметрами m = 1,
k = 1692 (расчет выполнен по формулам (5.2) для ε = 5 при b = 1,16 · 104 и
uU = 1

3) и закон управления из раздела 4 работы [1]:

u(t) = −(CB)−1
[

CAx(t) +Kε(t)
]

, ε(t) := ln

(
g(t)− y(t)

y(t)− g(t)

)

,(6.6)

где K > 0.

Закон управления (6.6) требует знания параметров системы (6.1) и не учи-
тывает наличие ограничений (3.3) на управление и скорость его изменения.
Однако, несмотря на эти обстоятельства, его сравнение с предлагаемым зако-
ном допустимо и корректно, поскольку цель сравнения заключается, прежде
всего, в проверке чувствительности к шумам измерений и разрывным возму-
щениям. Сделанные выводы при этом останутся справедливы как для адап-
тивных/робастных версий закона управления (6.6), так и для версий, учиты-
вающих ограничение на управление [1, 2].

Временные диаграммы, представленные на рис. 4, показывают, что для
закона (6.6) регулируемый выход остается в целевом множестве при наличии
помех измерений для всех t < 7. Однако приближение y(t) к границам целево-
го множества ведет к увеличению скорости изменения управления. В резуль-
тате может быть сформирован нереализуемый исполнительным механизмом
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сигнал управления. Кроме того, в момент времени t = 7 из-за влияния со-
ставляющей w1(t) помехи происходит разрыв в обратной связи (см. (6.6)), и
поэтому моделирование не может быть продолжено для всех t > 7. В практи-
ческих задачах теории управления даже потенциальная возможность возник-
новения подобных разрывов недопустима, поскольку возникновение разрыва
в обратной связи может приводить к в равной степени непредсказуемым и
катастрофическим последствиям. Разработанный в этой работе закон управ-
ления свободен от данного недостатка.

На рис. 5 представлены переходные процессы по u(t), u̇(t) и y(t) для (5.1).

Закон управления (5.1) решает задачу слежения с заданной точностью, что
приводит к ограничению выхода системы в заданном множестве Y. Однако
скорость изменения управления не ограничена заданным значением, а сигнал
управления существенно зашумлен, что иллюстрирует выводы анализа из
раздела 5.

На рис. 6 представлены переходные процессы по u(t), u̇(t) и y(t) для пред-
ложенного закона управления при действии разрывных возмущений и нали-
чии помех.
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Рис. 7. Переходные процессы по F (t) и Φ(t), −γuuc(t).

Согласно допущению 2 предлагаемый закон управления требует дей-
ствия на систему исключительно дифференцируемых внешних возмущений.
В проведенном моделировании это требование нарушено, но заданное каче-
ство (3.2) при заданных ограничениях (3.3) все равно обеспечено. Это поз-
воляет сделать вывод о консервативности условий, принятых для доказа-
тельства теоремы 2, и стимулирует дальнейшие теоретические исследования,
направленные на их релаксацию. Кроме того, в сравнении с законом управ-
ления (6.6) предложенный закон управления свободен от проблемы разрывов
в обратной связи и обеспечивает заданные ограничения на амплитуду и ско-
рость изменения управления даже при наличии помехи измерений. По сравне-
нию с управлением (5.1) предложенный закон даже при наличии помех в вы-
ходном сигнале обеспечивает ограниченность скорости управления заданным
значением. Необходимо отметить, что свойства предложенного закона управ-
ления (4.4), (4.5) строго обоснованы только для ситуации, когда в системе
отсутствуют разрывные внешние возмущения и помехи измерений. Поэтому
сделанные по рис. 3–5 выводы справедливы только для рассматриваемой си-
стемы (6.1) при заданных конкретных начальных условиях и используемом
алгоритме интегрирования.

На рис. 7 представлены переходные процессы по F (t) и оценкам Φ(t),
−γuuc(t).

Из временных диаграмм, представленных на рис. 7, следует, что оцен-
ка возмущения Φ(t), полученная по методу вспомогательного контура [15,
с. 201], зашумлена из-за наличия помехи в измеряемом выходе. На практи-
ке использование в целях компенсации подобных оценок возмущения может
приводить к неустойчивой/неработоспособной системе из-за i) наличия огра-
ничений на скорость изменения управления и ii) возбуждения управлени-
ем немоделируемой высокочастотной динамики. Для уменьшения влияния
помехи на оценку Φ(t) в рамках метода вспомогательного контура требу-
ется уменьшение параметра l. Однако в разработанном законе управления
используется нелинейный фильтр [14], позволяющий пропускать на свой вы-
ход компоненту оценки Φ(t) со скоростью, не превосходящей ограничений на
скорость изменения управления. Это позволяет независимо от значений пара-
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метра l ослаблять влияние шумов в выходном сигнале на оценку возмущения
и в результате выполнить ограничение на скорость изменения управления, не
допуская возбуждение немоделируемой высокочастотной динамики. Анали-
тическое исследование фильтрующих свойств нелинейного фильтра, приме-
няемого в предложенном законе управления, является одним из актуальных
направлений дальнейших исследований.

7. Заключение

В работе предложен метод решения задачи робастного управления с задан-
ным качеством при заданных ограничениях на амплитуду и скорость изме-
нения управления классом нелинейных минимально-фазовых систем с неиз-
вестными параметрами и относительной степенью, равной единице (такие
системы согласно [16, c. 167] приводятся к виду (3.1), и для них можно по-
требовать выполнение допущения 2). Из примера 1 следует, что одним из
представителей такого класса систем являются линейные системы с неиз-
вестными параметрами и относительной степенью, равной единице.

Целью дальнейших теоретических исследований является, во-первых, рас-
пространение полученных результатов на класс нелинейных систем с устой-
чивой внутренней динамикой и относительной степенью больше единицы
(см. пример 1), а во-вторых, использование результатов работы в задаче
управления каскадными системами с заданными инженерными показателя-
ми качества при заданных ограничениях на состояния и амплитуду/скорость
управления (см. пример 2).

ПРИЛОЖЕНИЕ

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 1. Рассмотрим функцию:

V =
1

2
u2s.(Π.1)

Производная (Π.1) имеет вид

V̇ = −
(1− µκγv) ρ

1− γu
usσ

(
1

λ1

(

us + σ

(
K

1− γu
z

)))

=

= −
(1− µκγv) ρ

1− γu
ussign

{

us + σ

(
K

1− γu
z

)} ∣
∣
∣
∣
σ

(
1

λ1

(

us + σ

(
K

1− γu
z

)))∣
∣
∣
∣
.

Для всех us /∈ Λ = {us ∈R: |us| 6 1} оказывается верно

sign

{

us + σ

(
K

1− γu
z

)}

= sign {us} ,

значит,

V̇ = −
(1− µκγv) ρ

1− γu

∣
∣
∣
∣
usσ

(
1

λ1

(

us + σ

(
K

1− γu
z

)))∣
∣
∣
∣
6 0

для всех us /∈ Λ = {us ∈R: |us| 6 1} .
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С другой стороны, для всех us ∈Λ имеем

V̇ = −
(1− µκγv) ρ

1− γu
usσ

(
1

λ1

(

us + σ

(
K

1− γu
z

)))

=

= −
(1− µκγv) ρ

1− γu
ussign

{

us + σ

(
K

1− γu
z

)} ∣
∣
∣
∣
σ

(
1

λ1

(

us + σ

(
K

1− γu
z

)))∣
∣
∣
∣
6

6
(1− µκγv) ρ

1− γu

∣
∣
∣
∣
usσ

(
1

λ1

(

us + σ

(
K

1− γu
z

)))∣
∣
∣
∣
,

следовательно, при |us (t0)| 6 1 верно |us (t)| 6 1 для всех t > t0.

Рассмотрев функцию V = 1
2u

2
c и повторив приведенные выше рассужде-

ния, можно показать, что при |uc (t0)| 6 1 верно |uc (t)| 6 1 для всех t > t0,
а значит, в соответствии с рассуждениями (4.6a) и (4.6б) имеем u (t) ∈U для
всех t > t0.

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 2. Введем в рассмотрение замены пере-
менных

η1 = z,

η2 = us + σ

(
K

1− γu
η1

)

,

η3 = uc + σ

(
1

γu
Φ

)

и получим дифференциальные уравнения относительно η1, η2, η3:

η̇1 = (1− γu)us + γuuc + F (t) =

= (1− γu)

(

us ± σ

(
K

1− γu
η1

))

+ γuuc + F (t) =

= (1− γu)

(

−σ

(
K

1− γu
η1

)

+ η2

)

+ γuuc + F (t),

η̇2 = −
(1− µκγv) ρ

1− γu
σ

(
1

λ1
η2

)

+
K

1− γu
σ′

(
K

1− γu
η1

)

η̇1,

η̇3 = −
µκγvρ

γu
σ

(
1

λ2
η3

)

+ σ′

(
1

γu
Φ

)
1

γu
Φ̇.

(Π.2)

Рассмотрим множества (η =
[
η1 η2

]⊤
):

Ω1 =

{

η∈R
2: |η1| 6

1− γu
K

, |η2| 6 λ1

}

,

Ω2 =
{
η∈R

2: |η2| 6 λ1

}
,

где при выполнении неравенства

buU (1− γu) < Kε(Π.3)

из η ∈Ω1 следует y ∈Y.
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Сначала исследуем ограниченность η3 при η ∈Ω1, а для этого получим
оценку на Φ̇(t). Дифференцируя Φ(t), имеем:

Φ̇(t) = l
(

ż(t)− żf (t)
)

− u̇f (t) = −l
(

Φ(t)− F (t)
)

= −lΦ̃(t),(Π.4)

где Φ (t0) = −uf (t0) и Φ̃(t) = Φ(t)− F (t).

Тогда Φ̇(t) будет ограничена, если ошибка Φ̃(t) ограничена. Дифференци-
альное уравнение для Φ̃(t) имеет вид

˙̃Φ(t) = −lΦ̃(t)− Ḟ (t), Φ̃ (t0) = −uf (t0)− F (t0) .(Π.5)

На решение уравнения (Π.5) при g(t) ∈ G, u(t) ∈ U , (η (t) ∈ Ω1 ⇒ y(t) ∈ Y)
для всех t > t0, выполнении допущений 1, 2 и условия |−uf (t0)− F (t0)| 6
6 τγvρ, τ > 0 существует оценка сверху:

∣
∣
∣Φ̃(t)

∣
∣
∣ =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

e−l(t−t0)Φ̃ (t0)−

t∫

t0

e−l(t−τ)Ḟ (τ) dτ

∣
∣
∣
∣
∣
∣

6

6 τγvρ+ γvρ

t∫

t0

e−l(t−τ )dτ 6

(

τ + l−1
)

γvρ

(Π.6)

для всех t > t0.

Тогда производная квадратичной формы V = 1
2η

2
3 для всех η ∈Ω1 имеет

вид

V̇ = η3

[

−
µκγvρ

γu
σ

(
1

λ2
η3

)

− σ′

(
1

γu
Φ(t)

)
1

γu
lΦ̃(t)

]

6

6 |η3|

[

−
µκγvρ

γu

∣
∣
∣
∣
σ

(
1

λ2
η3

)∣
∣
∣
∣
+ κ

1

γu
l
∣
∣
∣Φ̃
∣
∣
∣

]

6

6 |η3|

[

−
µκγvρ

γu

∣
∣
∣
∣
σ

(
1

λ2
η3

)∣
∣
∣
∣
+

κ (lτ + 1) γvρ

γu

]

.

(Π.7)

С одной стороны, для всех η3 /∈ {η3 ∈R: |η3| < λ2} в силу свойства в) функ-
ции σ (.) и условий µ > 1, τ > 0, τ + 1−µ

l
< 0 верно:

V̇ 6 −
(

µ− (lτ + 1)
)

︸ ︷︷ ︸

>0

κγvρ

γu
|η3| .

Таким образом, при |η3 (t0)| 6 λ2 имеем |η3(t)| 6 λ2 для η∈Ω1 и всех t > t0
независимо от знака V̇ в множестве {η3 ∈R: |η3| < λ2}.

Теперь докажем, что из η (t0) ∈Ω1 следует η(t)∈Ω1 для всех t > t0.
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Производная квадратичной формы V1 =
1
2η

2
1 для всех η ∈Ω1 имеет вид

V̇1 = η1

[

(1− γu)

(

−σ

(
K

1− γu
η1

)

+ η2

)

+ F + γuuc ± γuσ

(
F

γu

)]

=

= η1 (1− γu)

(

−σ

(
K

1− γu
η1

)

+ η2

)

+

+ η1

[

F − γuσ

(
F

γu

)

+ γu

(

uc ± σ

(
Φ

γu

)

+ σ

(
F

γu

))]

.

(Π.8)

С одной стороны, при выполнении неравенств (4.7), допущений 1 и 2 для
некоторой

δ := sup
|F |6γu

∣
∣
∣
∣

F

γu
− σ

(
F

γu

)∣
∣
∣
∣

и всех η ∈Ω1 справедливо неравенство:
∣
∣
∣
∣
F − γuσ

(
1

γu
F

)∣
∣
∣
∣
=

∣
∣
∣
∣

F

γu
− σ

(
F

γu

)∣
∣
∣
∣
γu 6 δγu.

С другой стороны, в силу липшицевости функции σ (·) для некоторой
L > κ при выполнении неравенств (4.7), допущений 1 и 2 для всех η ∈Ω1

по доказанному справедливо неравенство:

∣
∣
∣
∣
σ

(
1

γu
Φ

)

− σ

(
1

γu
F

)∣
∣
∣
∣
6

L

γu
|Φ− F | =

L

γu

∣
∣
∣Φ̃
∣
∣
∣ 6

L
(
τ + l−1

)
γvρ

γu
.

С третьей стороны, по доказанному при |η3 (t0)| 6 λ2 и выполнении нера-
венств (4.7), допущений 1 и 2 для всех η ∈Ω1 верно:

∣
∣
∣
∣
uc + σ

(
1

γu
Φ

)∣
∣
∣
∣
= |η3| 6 λ2.

Тогда оценка сверху на производную (Π.8) для всех η∈Ω1 принимает вид

V̇1 6 |η1|

[

(1− γu)

(

−σ

(
K

1− γu
η1

)

+ |η2|

)

+ γuδ + L
(
τ + l−1

)
γvρ+ γuλ2

]

.

Если |η1| =
1−γu

K
и |η2| 6 λ1, то условие V̇1 < 0 выполнено при

(1− γu) (−1 + λ1) + δγu + L
(
τ + l−1

)
γvρ+ γuλ2 < 0.(Π.9)

Более того, на |η̇1| для всех η ∈Ω1 верна оценка сверху:

|η̇1| 6 (1− γu) (1 + λ1) + δγu + L
(
τ + l−1

)
γvρ+ γuλ2.
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Производная квадратичной формы V2 =
1
2η

2
2 для всех η ∈Ω2 имеет вид

V̇2 = η2

[

−
(1− µκγv) ρ

1− γu
σ

(
1

λ1
η2

)

+
K

1− γu
σ′

(
K

1− γu
η1

)

η̇1

]

6

6 |η2|

[

−
(1− µκγv) ρ

1− γu

∣
∣
∣
∣
σ

(
1

λ1
η2

)∣
∣
∣
∣
+

∣
∣
∣
∣

K

1− γu
σ′

(
K

1− γu
η1

)

η̇1

∣
∣
∣
∣

]

.

(Π.10)

Если |η1| >
1−γu

K
, то по свойству а) функции σ (.) верно σ′

(
K

1−γu
η1

)

= 0 и

при |η2| = λ1 верно V̇2 < 0. Если |η1| 6
1−γu

K
, то в силу η ∈ Ω2 верно η ∈ Ω1 и

неравенство
∣
∣
∣
∣

K

1− γu
σ′

(
K

1− γu
η1

)

η̇1

∣
∣
∣
∣
6

6
κK

1− γu

[

(1− γu) (1 + λ1) + δγu + L
(
τ + l−1

)
γvρ+ γuλ2

]

,

значит, при |η2| = λ1 условие V̇2 < 0 будет выполнено, если:

−
(1− µκγv) ρ

1− γu
+

κK

1− γu

[

(1− γu) (1 + λ1) + δγu +

+ L
(
τ + l−1

)
γvρ+ γuλ2

]

< 0.

(Π.11)

Если η ∈ ∂Ωi, i = 1, 2, то |η1| =
1−γu
K

, |η2| = λ1 для i = 1 или |η2| = λ1 для

i = 2. Поскольку Ω1 ⊂ Ω2, то по доказанному V̇2 < 0, значит, если η (t0) ∈ Ω1,
то η(t) ∈ Ω1 для всех t > t0, что при выполнении (Π.3) означает y(t) ∈ Y для
всех t > t0. Таким образом, объединив (Π.3), (Π.9) и (Π.11), получаем, что,
если выполнены допущения 1–3, при заданных параметрах

γu ∈ (0, 1), γv ∈ (0, 1), buU > 0, δ ∈ (0, 1), κ∈ (1, 2), L > κ, ρ > 0, ε > 0

и некотором коэффициенте 1 < µ∗ < 1
κγv

относительно переменных

Ψ1 =
1

K
, Ψ2 = λ1, Ψ3 = λ2, Ψ4 = l−1, Ψ5 = τ

разрешимы неравенства (4.9), то закон (4.4), (4.5) с коэффициентами (4.10),
начальными условиями (4.7) и (4.11) для всех t > t0 обеспечивает u(t)∈U
и y(t)∈Y.

Дока з а т е л ь с т в о л еммы 1. Перепишем (4.9) в следующем виде:

(1− µ∗)Ψ4 +Ψ5 < 0,(Π.12)

(1− γu)Ψ2 + γuΨ3 + Lγvρ (Ψ4 +Ψ5) + (1 + δ) γu − 1 < 0,

−
(1− µ∗κγv) ρ

κ
Ψ1 + (1− γu)Ψ2 + γuΨ3 + Lγvρ (Ψ4 +Ψ5) + 1− (1− δ) γu < 0,

(1− γu) bu
UΨ1 < ε.
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При достаточно малых Ψ2, Ψ3, Ψ4, Ψ5 неравенства (Π.12) будут выполне-
ны, если выполнены неравенства:

Ψ4 >
αδγu
µ− 1

, γu <
1

1 + (1 + α) δ
,

1− (1− (1 + α) δ) γu
(1− µκγv) ρ

κ < Ψ1 <
ε

(1− γu) buU

(Π.13)

при 1 > α > 0.

Третье неравенство из (Π.13) может быть выполнено, если для ε > 0 верно

ε >
1− (1− (1 + α) δ) γu

(1− µκγv) ρ
(1− γu) bu

Uκ = ε,(Π.14)

что завершает доказательство леммы.

Дока з а т е л ь с т в о у т в е ржд е ния 1. Для доказательства утвержде-
ния запишем оценку сверху на решение уравнения (4.16)

∣
∣
∣F̃ (t)

∣
∣
∣ =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

−e−ktF (0)−

t∫

0

e−k(t−τ) ḟ (t, x, u)

buU
dτ

∣
∣
∣
∣
∣
∣

6 e−ktF (0) +
γvρ

k
.(Π.15)

Тогда при использовании алгоритма инициализации (4.13), (4.15) выпол-
нение неравенства (4.11б) будет следовать из выполнения неравенства

e−kt0F (0) +
γvρ

k
6 τγvρ.(Π.16)

Проводя несложные рассуждения, получаем, что неравенство (Π.16) вы-
полняется при всех

k > k∗ = max

{

−t−1
0 ln

(
ϑτγvρ

F (0)

)

,
1

(1− ϑ) τ

}

, ϑ∈ (0, 1) ,

что завершает доказательство утверждения.
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